
This is a digital copy of a book that was preserved for generations on library shelves before it was carefully scanned by Google as part of a project 
to make the world's books discoverable online. 

It has survived long enough for the Copyright to expire and the book to enter the public domain. A public domain book is one that was never subject 
to Copyright or whose legal Copyright term has expired. Whether a book is in the public domain may vary country to country. Public domain books 
are our gateways to the past, representing a wealth of history, culture and knowledge that 's often difficult to discover. 

Marks, notations and other marginalia present in the original volume will appear in this file - a reminder of this book's long journey from the 
publisher to a library and finally to you. 

Usage guidelines 

Google is proud to partner with libraries to digitize public domain materials and make them widely accessible. Public domain books belong to the 
public and we are merely their custodians. Nevertheless, this work is expensive, so in order to keep providing this resource, we have taken Steps to 
prevent abuse by commercial parties, including placing technical restrictions on automated querying. 

We also ask that you: 

+ Make non- commercial use of the file s We designed Google Book Search for use by individuals, and we request that you use these files for 
personal, non-commercial purposes. 

+ Refrain from automated querying Do not send automated queries of any sort to Google's System: If you are conducting research on machine 
translation, optical character recognition or other areas where access to a large amount of text is helpful, please contact us. We encourage the 
use of public domain materials for these purposes and may be able to help. 

+ Maintain attribution The Google "watermark" you see on each file is essential for informing people about this project and helping them find 
additional materials through Google Book Search. Please do not remove it. 

+ Keep it legal Whatever your use, remember that you are responsible for ensuring that what you are doing is legal. Do not assume that just 
because we believe a book is in the public domain for users in the United States, that the work is also in the public domain for users in other 
countries. Whether a book is still in Copyright varies from country to country, and we can't off er guidance on whether any specific use of 
any specific book is allowed. Please do not assume that a book's appearance in Google Book Search means it can be used in any manner 
any where in the world. Copyright infringement liability can be quite severe. 

About Google Book Search 

Google's mission is to organize the world's Information and to make it universally accessible and useful. Google Book Search helps readers 
discover the world's books while helping authors and publishers reach new audiences. You can search through the füll text of this book on the web 

at http : //books . google . com/| 



Digitized 



by Google 



32 . // 



^ /ya OLth ZOia%Ml, 



Digitized 



by Google 



f f. 6. /3a-<^^^^ 




Digitized 



by Google 



Digitized 



by Google 



Digitized 



by Google 



Digitized 



by Google 



Sammliuigp 



TOD 



I 
nunentUdli von 

DIFFMÜTUL- m DJTEGRAl-FORMELBI, 

nebst 

den ffleichmigeii etc. jener knunmen Linien, die am 
Unflgsten Anwendung finden. 



Von 



Jfohann Jtndreas Schubert» 

Professor der mathematischen Wissenschaften an der technischen 
Bildnngsanstalt za Dresden. 




Dreisideii und i^lpzlig^, 

in der Arnoldischen Buchhandlung. 



1 8 A a. 

Digitized by VjOOQIC 



Mdh ZQ<o%,ifi. 



./res, M/s. . 



Digitized 



by Google 



V o r 1^ o r t. 



Hie vorliegende kleine Sammlung von Formeln 
hat die Bestimmung, meine Vorträge aber ange- < 
wandte Mathematik an der hiesigen technischen 
Bildungsanstalt zu unterstützen, was dadurch ge- 
schehen wird, dafs ich mit deren Hilfe nicht mehr 
so häufig genöthigt sein werde, auf den Ursprung 
von Differential-, Integral- und andern Formeln 
zurückzugehen, als es ohne deren Besitz geschehen 
mufste. 

Wer als Lehrer, wie ich, vorzugsweise mit 
der angewandten Mathematik beschäftigt ist, wird 
auch das Bedürfnifs nach einer Sammlung von For- 
meln aus der reinen Mathematik, ähnlich der vor- 
liegenden, fühlen. Ob aber die nachstehende Samm- 
lung von Formeln, die zunächst nur meinem und 
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meiner Zuhörer Bedfirfniffii angepafst ist, auch den 
Anforderungen Anderer genügen kann, die ähn- 
liche Zwecke als ich verfolgen, das wird die Folge- 
seit lehren. 

Dresden im AprU 1842. 
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+ -^^ — , ^^ a ^a«*-8b» etc. 
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. n(n^.l)(n+2) i- b^\8 ii(n+l)(nj^)(n+3) f h_\* 
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+ - 
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+ r 



1 1+n l + 2n /^ b VlI 1 + n l+2n 
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(9) -1 ^lil-- C b >. n(n-l)>- b Y- 

^ ^ (a+b)" a-j^ l'Va+b>F+l. 2 Va+b/ 
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1. 2 



(.-!.)-! 



• r-A_Y— i ^Hi 2n— 1/ " b \ » l n— l 2n— 1 
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^.v 1 l_b . ba_b» . b«— b» , 

(12) 1 1 2b 3b» 4b. 5b4 

(« + <>)* "" a« + aa + a* + a» ^ a* 



_6b6 . ^ 
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+ 13'^ + 172-^ **"^ 



1.1.3 

4.6 



is 



(14) /(a±b) = /ajl±|.^-J#3%^ 

08 1.1.3.5 i^b\4 1.1.3.5.7 fbY \ 
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. 1.3.5/ - b ^» . 1.3.5.7 /^ •> V ♦ ) 
"♦■2.4.6Va + by ■'■2.4.6.8VM^/ j 

1.2.5/ "bY 1.2.5.8 / -t>V , l:2^5L8^i^V6 
SXÖVaJ 3.6.9. liVay ± 3.6.9.12. 15Va7 

1.4.7/" b ^» , 1.4.7.10 /- b Y , 1 
"^3.6.9Va + by ■*"3.6.9.12Va + b/ ** j 

, 2.1.4/"bV 2.1.4.7 /"bV , 2.1.4.7.10 i "b\» 1 
±3.6.9Vä>' 3.6,9.12Va7 ±3.6.9.12.16Va>' - j 

(lö) F(4^^iÄ-|i+rG)+liGy+or6 

/^V , 1.3. 5.7 /"bV_ 1.3.5.7.9 /"b y v ) 
VaJ "•■2.4.6.6VaJ + 2.4.6.8.10- Va^ ^^'-j 

(20) j/(a+b) = 7?^ -2(M^)~§^VM^y 
1.1.3/ -^ b Y 11. 3. 5/" b Y ) 
2X6Va + by ~2.4.6.8VMrby * *•} 
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§.2. 
(1) ,ia« = |/(l-cos.«/=:.,j7^jJL^ 

1 l/(sec«a — 1) ^ 

|/(1 + cotg^a) sec a 

= l/{sinv «(2 — sinv «)} = cos a tg a = ^^ = -?-^ 

cotg a sec tt 



cosec a 



(2) sin (n;r) = sin ( — n;r) = Oi 

(3) 8in^--^Jn; = sm(^— — ^J;r = + 1. 

(5) sin «= + sin (2n7r + a)— + sin {(2n + !> ± «}. 

(6) sin a==+co8(^-^!^7r + aj=+ cos^-^^ 

(7) CO. « = J^(l _ sin««) = ^^1^^^,^) 

cotg tt |/(cosec »a — 1) ^ 

y (i + cotg »«) cosec a 

s= |/ {cosv « (2 — cosv a)\ = sin a cotg a = 5f 

tg IX 



cotg tt 1 

cosec « "* sec « ' 
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(8) c«.(±^«)=0. 

(9) co8(+2n») = l. 

(10) cös{+(2n + l>}=== — 1. 

(11) cos a = cos (2n» + «) = — cos {(2h + l)n + «}. 

(12) cos «= sin I -^» +^J =•"' "" V""T"'* ±« J- 

,-„. X sin « . sec« 1 

(13) tg a = = sm « sec « = = — - — 

^ '^ ^ cos « cosec a cotg a 

y (1 — sin ««) cos ß ' ^ . ' 

(14) tga = + tg(2n» + «)= ± tg {(2n + l)ir + «j. 

(15) tg«=+cotg(^»+«)=Tc«tg(^+«). 7C 



,-^. cos« cosec« 

Qo) cotc: ff = -T-^— = cos « cosec a = = ; — ^j 

^^ ^ sin a sec a tg a 

^,„^ l/(l — sio««) CO» tt 

(17) cotg « = ^ . ,i^ ^ = |/(l_eos««) 

1 -A ü i\ 1 — sinv Qg 

= -7 =^ TT = V (cosec^a — 1) = -y-, j^. : r- 

j/(secs»a— 1) ^ ^ ysmvft(2 — smv«) 

|/cosv tf (2 — cosv ft) 

1 — cosv tt 

(18) cotga=: + cotg(2ü7t +a) = + cotg{(2n+l)7c+a}. 

(19) cotgtf=+tg(^-^n;+a)=+tg(-^^^ 

/«Ax 1 * *8 << _ cosec tf 

(20) sec«;= = tg«cosec« = -; — = ^ , . 

^ ^ cosa sin« cotg« 



cosec et 



1 



^(cosec^a— 1) 1 — sinv . « j/cosv «(2— cosv a)* 

/oox 1 ^ cotg«_«ectt 

(22) cosec a = -: — = cotg er sec ix = •— — = t— • . 
^ / sma cosä tg« 
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(23) coscc a = |/(1 + cotg ^a) = ^^^ + ^^ ""^^ 

tg a 

!_ >^ 8ec tt 1 

~ ]^(1 — CO« a«) ~ j/(secaa— 1) ~ |/siiiv «(2 — sinv «) 

= — 1— 

1 COSV €C * 

(24) sinv a = 1 — cos « = 1 — ^(1 — sin 2«) 
^ /(tg^tt +1)— l _ /(cotg^a +1)— cotgg seco— 1 

>/(tgaa + l) |/(cotga« + l — sec « 

coseca — l/(cosec *a — 1) ^ / ^ 

= f—- ^ = l-r- |/cosvö(2— cosra). 

cosec a ' , ^ ^ -' 

(25) cosv «=1 — siiia=l — j/(l — cos «a) 
^ |/(tg g«+ 1) — tgg ^ /(cotg gg + 1) — 1 

j/(tg j^« + 1) l/(C0tg2«+l) 

^__^ See Qg — y (sec g« — 1) .cosec « — 1 

sec « cosec a ' 

|/sinv a(2 — sinv a). 

(26) sin «a + cos a« = 1: 

(27) Mü ( — «) = — sin a. 

(28) cos ( — «) = + cos a. 

(29) tg(— a) = -tga. 

(30) cotg (_«) = _ cotg d. 

(31) sec ( — a) = + sec a. 

(32) cosec ( — a) = — cosec a. 

(33) sin a = sin (+ 2n7r + a). 

(34) cos a == cos ( + 2nn; + a). 

§. 3. 

(1) sin (a + ß) ~8\na cos /^ -f sin /^ cos a. 

(2) sin (« — 13) = sin a cos ß — sin |3 cos a. 

(3) cos Ca + ]S) = cos tt cos ß — sin a sin ß. 

(4) cos (a — ß) = cos a cos /3 + sin a sin /?. 

(5) sin a sin ]S = 4 cos (« — 13) _ i cos (« + ß). 

(6) sin a cos ]S = i sin (a + ß)+^ sin (a — jS). 

(7) cosasinj8 = isin (a + /S) — ^sin(a — /5). 

(8) cos a CO« jS= i cos (« — /S) + 4 cos (a + /3). 
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(9) äaa + uaß = 2aa^^.co3'^. 

(10) sina — 8in/J = 2co8?±^.sm5i^. 

(11) co8a + co8/J = 2cosl+^.cos!^. 

(12) cos « _ cos ^ = 2 sin ^L+1 . üa <^ ~ " = 



a • «+|S . « — ß 
.2s«.^.sin^. 



(13) sln«=j/(l:=filf). 

(14) cos« = |/(l+^). 

(15) sin 2a =r 2 sin a cos a. 

(16)x cos 2a = cos ^a — sin «o.= 2 cos «« — 1 
= 1 — 2 sin ^o. 

(17) sin a + cos a =r j/(l + sin 2a). 

(18) sin a -^ cos a = y (1 — sin 2a). 

(19, u..^(i±^)^(Lzß?!y 

(20) c<..=^(ld^)_^(l;^). 

(21) ^in (n + 1) a + sin (n — l)a = 2 sin na cos «. 

(22) sin (n + l)a ~ sin (n — . l)a = 2 sin a coa na. 

(23) cos (n — l)a + cos (n + l)a = 2 cos na cos a. 

(24) cos(n— l)a— cos(n + l)a =2sinnasina. 

(25) tg(«+^)^ y±^f/ . 

. 1 + tg « tg jS 

(26) cotg(« + ^) = f£Üi^2jil±l. 
S / ^\ —y/ cotg/J + cotg« 

»--"v» 'SV 2 J~costt + coaß' 

(28) cotg(!l±^) = "°" + '^^ 
^ ^ * V 2 -/ cos/S — cos« 
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(29) *8^~ i_^gt„~ ^igt„—^— cotgu—tga 
(SO) tg«=y^^=t;5^=eo«H=2«-.cotg2.. 

^ ' ^ l-4*C082c( 81112« 

/ai\ «-O cotg««— 1 cotgtt— tgtt _ l— tggg 
(31) cotg2« = -5^j^^= 5 2t^- 

^ ■ sin 2a 1 + cos 2« « 

(82) cotg = i- 3- = -9 ~ «»"~ ^ 

^ ■' ^ 1 — cos 2« sm 2« 

-|> cotg 2tt. 

(33) cosec 2b == tg « + cotg 2« = cotg « — cotg 2« 

tg « + cotg et 

~~ 2 

,«.K . ,. . X sin « + cos« ,, ,. 

(34) sm(J«+«) = ^^— T-=cos(J« — «), 

.«»X ... . N COS« — sin« . ., y. 

(35) cos(Jw + «) = -^ =sm(J« — «). 

(36) tg(i„+«):^J-4|^. 

l + sin2« 

(37) sin«(J« + «) = cosa(J» — «)= , 

< i».^ . V i — sin 2« 

(38) ma(iw — 4=?«»*C|w + «)=* — 2 • 

■ 1-1- sin 2« i. 

(39) H*«(i»+«)^j^-j;^. I 

,1 — sin 2ä 

(40) tg«a»-«) = i + 3ia2« - 

§. 4. 

(1) cos n« + sin n« . y—l = (cos « + sin « . y — 1)". 

(2) (x» + a«) = (x — a|/— l)(x -|- a/— 1). 

C») (>^» + a») = |x - Ja(l +/- 3)} {^ - -Wl 
_j/_3)} {x-t-a} = (x«-axH.a»)(xH-a). 

(4) (x4 -I- a*) = (xa— ax]/2 + a«Xxa -hax/2-ha»). 

(5) (x» -l-a») = {x»-.4(l + /5)ax-ha« } {x« - Kl 

— j/5>x-haanx+a|- 
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(6) (x« + a») = {x« — ttxl/\^ a«} \x* + a«| {x« 

+ axj/3 + a2|. 

(7) (I« — a2) = (x + a)(x— a). 

(8) (x8_a8) = (x2 + ax + a«)(x — a). 

(9) (x*-a4) = (xa + a2)(x + a)(x — a). 

(10) (x» — a») = {xa+i(l - 1/5) ax + a«} {xa+ ^1 

+ /5)ax+a2} jx — aj. 

(11) (x« — a») = (X» — ax + a«) (x« + ax + a«)(x 

: ' +a)(x — a). 

(cos«+8in«l/ — 1)" — (cos«— Sinei/ — 1)» 

(1) 8mn«=— ^ 2f/_.i ■ 

,-^ (cos«+sina»/— ij'+Ccostt— sin«l/— 1)» 

(2) cosn«=-i ' 2 ' — > 

oder 

n . , n(n— l)(n— 2) . . 

(3) sin n« = Y sin « cos »-i« — -^ g . 3 — *"° " 

n(n— l)(n— 2)(n— 3)Cn— 4) . . . , _^ 

cos »-»« + X 2 : a . 4 . 5 '™ 

(4) cos no = cos "« — i ~^ «"» *« *^<>* °~*« 

+ 1. 2.3.4 1. 2 • 3 . • 

^_3)(n--4)(n-5) ^.^ ^^ ^^^ n^6^ + etc. 
• 4 . o • ö 

(5) sin 2a = 2 sin <x cos a. 

(6) sin 3« = 3 sin a cos *« — sin ^a. 

(7) sin 4a = 4 sin« cos *a — 48in*aco8a. 

(8) sin 5a = 5 sin a cos ^a — 10 sin »a cos «a + sin «a, 

(9) sin 6a = 6 sin a cos «a — 20 sin *a cos »a + 6 sin^a 

cos a. 

(10) sin 7a = 7 sin a cos »a — 35 sin 3acos*a+21sin»a 

cos 2« — sin ^a, 

(11) cos 2a = cos «a — sin^a. 

(12) cos 3a ==^cos »« — 3 sin ^a cos a. 

2 
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(18) cöi 4« = cos *« — 6 sin *« cos *« + sin *«. 

(14) cos 5a = cos * « — 10 sin ^a cos 3 a -|- 5 sin ^a cos a. 

(15) cos 6a = cos •« — 158in*«cog^a+15sin*acos2« 

— sin •». 

(16) cos 7« = cos '^a — 21sjn«acosöa+358in*acos3« 

— 7 sin •« cos a. 

(17) sm ma = -j sin a ~ x 2' 3 '° "^ FT" ' 
' -l)(m«-9) _ m(ma^l)(m^-9)(m2^16) . 

-.3.4.5 *'° "^ 1 . 2 . 3 * 4 . 5 . 6 • 

. (ma-^25 ) . _ ^ 
••^ = — - sm ^a etc. 

(18) sin 3a = 3 sin a — 4 sin 'a. 

(19) sin5a = 5sina — 20sin8a + 16«in6a. 

(20) sin 7a = 7 sin « — 56 sin «a + 112sin6a— 64sin^a. 

(21) . cos ma = cos a U :j s" sm »a + ^-^j 5-^ ; 

.(m*— 9) . . (m2-l)(m«— 9)(m«-25) . ^ ^ 
^-TTT ^^" '« - ^ 1.2.3.4.5.6 - ^"^ •« ^*^ 

(22) cos 3a := (1 — 4 sin *a) cos a. 

(23) cos 5a = (1 — 12 sin «a + 16 sin *«) cos a. 

(24) cos 7a = (1 — 24 sin ^a +80sin4a— 64sin«a) \ 

\ cos a. 

/o^\ • i™ I m(ma— 4) . - 

(2d) sm ma = cos a ^y sin a — -, — 5 — q- sm '« 

m(mg-4)(m^-16) . ^ ) 

+ 1. 2.a. 4.5 ^"^ ^^^^j' 

(26) sin 2a = 2 sin a cos a. 

(27) sin 4a = (4 sin a — 8 sin 'a) cos a. 

(28) sin 6a = (6 sin a — 32 sin •a + 32 sin •a) cos a« 

/om 1 °»^ ' !Ä , ma(ma— 4) 

(29) cosma =; 1 — JTjSm «a + ^^^ g^^ 

ma(ma— 4)(m«— 16) . . , 
- 1.2.3.4.5.6 «>"^«^^<^' 

(30) cos2a=;l — 2sin«a. 

(31) cos4a=l — 8smaa + 8sin*a. 

(32) cos6a = l — 18sia«a + 48sin4a — 32sin«a, 



sin*a 



Digitized 



by Google 



11 

(33) cos 2a = 2 cos «« — 1. 

(34) cos 3« = 4 cos 8« — 3 cos«. 

(35) cos 4« = 8 cos *a — 8 cos ?«"+ 1. 

. (36) cos 5« = 16 cos «a — 20 cos 3« + 5 cos«. 

(37) cos 6« = 32 cos »« — 48 cos *« + 18 co» ^« — 1- 

(38). co,7« = 64cos'« - 112 COS.« + 56 cos,»« 
— 7 COS er. 

(39) sin 2a = 2 sin a cös «jf. 

(40) sin 3« = sin a (4 cos «« — 1). 

(41) sin 4« = sin a (8 cos »« — 4 cos «)- 

(42) sin 5« = sin «(16 cos ^a — 12 cos «« + 1)- 

(43) sin 6« = sin a (32 cos *« — 32 cos 3« + 6 cos «). 

(44) sin 7« = sin a (64 cos «« — 80 cos *« + 24 cos «« 

-1). 

(45) 2cosna = (2cosa)'^ — j(2cos«)«-a+2(ii— 3) 

(2cos«)«-. - id^HZ^}^ (2cos«r* + J>=5) 

(n_6)(D--7) ^2^^^ ^^^, ^ ^t,^ + (2 cos«)- + y 

n n(n+5)(n+4) 

(2cosa)-. .^°_ ("4-7)(n^6Xn+5) ^,^^3^)__,^^, 

(46) sin n« = sin « {(2 cos «)»-i — (n— 2) (2 cos «)»-» 
(n — 3>(n - 4) ,„ ^ ,„_. (n-4)(ii-5)(n-6) 

+ ■ > 1.2 ^ *" "^ ~ 1.2.3 
(2co8«)-^ + etcj — «in « {(2 cos«)-»-i + (n + 2) 

(■ + 5) (. + 4) ^2 ^, __j__, ^, 
§• 6- 



(1) 28in«« = — cos2«+l. 

(2) 4mn»a = — 8iB3a + 3«ii«. 



2* 
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(3) 8siii*a= + C08 4« — 4co82a + 8. 

(4) 16 sin *« = + sin 5a — 5 sin Sa + 10 sin a. 

(5) 32 sin •« = — cos 6a + 6 cos 4a — 15 cos 2a + 10. 

(6) 64 sin ^a = — sin 7a + 7 sin 5a — 21 sin 3a 

4- 35 sin a. ^ 

(7) 128 sin»a = + cosSa — 8 cos 6a + 28 cos 4a 

— 56 cos 2a + 35. 

(8) 2 cos «a = cos 2a + 1. 

(9) 4 cos »a = cos 3a + 3 cos a. 

(10) 8 cos *a = cos 4a + 4 cos 2a + 3. 

(11) 16 cos *a = cos 5a + 5 cos 3a + 10 cos a. 

(12) 32 cos «a = cos 6a + 6 cos 4a + 15 cos 2o + 10. 

(13) 64 cos 7« = cos 7a + 7 cos 5a + 21 cos 3a + 35 

cos a. 

(14) 128 cos »a = cos 8a + 8 cos 6a + 28 cos 4a + 56 

cos 2a + 35. 



§.7. 
(1) ^ «" «= I - fäiä + 10:4:5 - 1.2.3.4.5.6.7 + ^^'^ 



(2) cos«=l-j-2 + j-53-5-j-5-iL___ 
"•"1.2.3.4.5.6.7'" ^ 

<»> *— O^S)0-&)0-Ä) 

(4, ».. = (t-^^)(x-g)0-^) 
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„ 2.2.4.4.6.6.8.8.10.10 ^^ 8 

(5) »=2l.3.3:5.5.7.7.9. 9 .11 "^'^-^'Q 
24 48 80 120 ^ .i^, 1\/-, l\f. l\ 

Ö-8T)0-m)^"^ 

(6) o=tg« — itg»« + itg»«— ^tg»^« + 4^»« 

— ^tgii« etc. 

(7) « = 4»-t^« + i-t7T;^-t-t^ + * 

,., _Jl X _i_.l_J 1_J_ 

^o; o — ^.„tg^ »"cotgaa^^'cotg»« 7'cotg'^a 

+ R ■ ■ «^ etc. 

^9 cotg»« 

(9) i^^i-^i+i-t+i-n+Ä-B**"- 

= <0 + ^ + 94i + l-3n5+nTI5«*-) 

(10) i»=5Jl-3-Iöö + 5llÖöJ ~7ViÖöJ 

+ ?(iÖö) **'-j~239{^~3-G39} '^^imJ 




(11) 

-=0,3183098861837906715377679 etc. 

j/„ _ 1,77245 38509i05516 02729 81675 etc. 
brigg. log n = 0,49714 98726 94133 85435 127. 
lognt » = 1,14472988584940017414342. 

sin»« 1.3 sin»« 1.3.5 sin''« 
(12) «)( = »'na + 4--3- + 2:4 "ir"*"2X6*"T~ 



, 1.3.5.7 sin»« . 

+ 274375-^ '*"• 
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.«»v , , co8*a 1.3 cos'« 

(13) O = i« — cos « — I . -g j-j — g_ 

1.3.5 cos^g 1 .8.5.7 cos»« 

2.4.6 7 ~2.4.6.Ö~9~ **"" 



Logarithmen. 

§.8. 

£s sei a^ = B und a die Basis oder Grundzahl eines 
Logarithmensystems, dann ist b = Log. B ; mithin 

(1) Log ABC = Log A + LogB + LogC. 

A 1 

(2) Log - = Log A — LogB; Log^ = — LogB. 

(3) Log A™ =.m Log A. 

<4) Log^A = ^^, ftmer 

Vena in a^ = B, b in 1 übergeht, ai=a, also 

(5) Loga=l und 

Log g = LogB — LogB d. g. 

(6) Log 1 = 0. 

§. 9. 

(1) ay = l+f(a-l)+2^)(a-l)»+y4l^ 

^TX^ (a-1)» etc. 

ON 1 . A , A» , A» , , A* 

(2) a=H-^ + ^-2 + j-^3 + j-2;^etc 
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(4) «^ = 1+ i.y + r^y« + r:T:iy' 

y* etc. 



^t.2.3.4 

(5) x = l + ^Logx+^LogSx+j^LogSx 

Für A = 1 entstehen natürlich% Logarithmen mit der Basis 
e, mithin 

(6) ei=l + J+^+3^+.j-^ 

+ 1.2.3.4.5 "**=• • 

(7) e = 2+^+ 2^ + 27374 + 2.3^4.5 
+ J[ etc. = 2,718281828459045 etc. 

1 1 C# 

<„ .L.,^{4-'-<4-'+4-'-'^4 

(12) Fiir Brigg'sche Logarithmea ist a = 10, der Mo- 
del M = 0,4342944819 etc. ~=^ 2,3025850930 etc., also 

• (13) brg. log y = 0,4342944819 etc; X lognt y; 
lognt y = 2,3025850930 etc. X brg« log y- 
(14) brg. log e = brg. log 2,7182818 etc. = 0,434294 : ' 
: 481903 etc. 
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(15) lognta+x)=2Iognlx-lognt(x-l)— 2J^i-j. 
+ * • (2x«— 1)» "*■ * • (2x2-1)» **4 

(17) logntx=lognt(x-l) + i + 2L+^+^etc 

(18) lognt 2 = 0,69314 71805 59945 
lognt 3 = 1,09861 228Sß 68109 
lognt 5 = 1,60943 79124 34100. 



Siimmeiifonneln für Zahlenreihen. 

§. 10. 

Die Anzahl der Glieder jeder Bdhe mit n bezeichnet, 
dann ut: * 

(1) 1 +2 +3 +4 +5 etc.= »n(n+l). 

(2) 14 + 2« + 3« + 4« 4- 5a ctc=in(n+l)(2n+l). 

(3) 1» + 2» + 3« + 4» + 5» etc. = in»(n-)- 1)«. 

(4) i4 + 2* + 3*+44etc=^" + iJ+!j-^. 

(5) l. + 2» + 3» + 4« + 5»etc = "^ + ^ + ^ 

n« 

(6) l« + 2» + 3« + 4»+5«etc = y + ^ + ^ 



~ 6 ■'"iS' 



(7) ir + 2r + 3' + 4r + 5retc. = ^ + ^ + ^ 

7n« n* 
~24"'"il- . 
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(8) l« + 2» + 8» + 4« + 5»tta=,^ + ^+^ 

Tn» , 2tt» n 
~15 ■•"¥ ~35* 

nlO n» , 9a8 

(9) l»+2» + 8» + 4» + 5»etc=^+^+-j5- 

7n« . B« 3a» 
^1Ö"*"T~'20' 

(10) 1» + 3» + 5« + 7« etc. = I n(n -H 1) (2n + 1) 

— 2B(n + l) + n. 

(11) 2« + 4« + 6« + 8» etc. = f B(n + l)(2n 4- 1). 

(12) 1« + 38 + 5» + 7» ctc = 2n«(n+l)«— 2n(n+l) 

(2ii 4- 1) + 3n(ii + 1) — n. 

(13) 2» + 4» + 6» + 8» etc. = 2n«(a + 1)*. 

(14) 1* + 3* + 5« + 7* etc. = 3in»— 2|n» + Ä"- 

■5- + -g- + 's 

30) 

n • 

(16) l + l + l + l + l«tc=;rj-. 

nfn+l) 

(17) l + 2 + 3 + 4 + 5eta=-J-— ^• 

(18) l + 8 + 6 + 10 + 15etc+=^ = ?^^ 

(n +2) 

(19) H.4.HO + 20 + 35etc. + "<° + y + ?> 

ii(B^-l)(n + 2)(n + 3) 
"^1.2,3.4' ^ 

(20) .1 + 5 + 154.35 ■H70etc.+ fy^y;°t?> 

n( B+l)(B+2)(n + 3X0 + 4) 
= 1.2.8.4.5 • 

3 
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(21) l+6+21 + 56+ia6etc+5^±lK2+^)etc.. 

• . 5 1 . 2 . 3 . etc. « 6 * 

Anmerk. Die Zahlen in den Reihen Ton Mummer 16 an 
heiiien figmirte Zahlen, und zwar 

die in Nommer ^16 von der Qten Ordnung 
- 17 - - Iten - 

- - - 18 - - 2ten 

- - - 19 - - 3ten 

Die Zahlen der Reihe 16 werden auch Triangulär- oder Trigo- 
nakahlen und die der Reihe 19 Pyramidalzahlen genannt, wdl 
aich mit Kugehi die ersten ala Dreiecke, die letzteren aber aU 
Pyramiden setzen lassen. 



Srnnmeiiformelii f iir Reihen. 

§. 11. 

Das 2 soJI das Summenzeichen und der hinter dem- 
selben befindliche Ausdruck das allgemeine Glied einer |teihe 
sein^ deren Summenglied nach dem Gleichheitszdchen steht 

(3) ^n^a-' = °-!g-!2_ggg°+l.L a(a+l)(a»-l) 

a-1 (a-l)2 ^ öf=I)i • 

(4) ^n«a' = g!f!:l! — gg!g.y" -L- 3D(a+ IjaM-i 

a— 1 (a— 1)^ "^ (a— 1)» 

_aCa2+4a+l)(a«_l) 
% (a--l)4 • 

(5) >Tn4a._ °*a°+^ __ 4n»a°+i 6ng(a + l)a°+^ 

a-1 (a— 1)3 +■ (a— 1)» 

4n(a«+4a+l)a-fi a(a«+llaa+lla+l)(a«— 1) 

(5=1)3 +- öiznji -• 
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(6) ^(-a,. = ±f±i+i,, 

(7) .„^). = iJ^ + .(±^. 

'^ '' ^ a + 1 ±(a+l)« (a+1)» 
(+a-— 1) 

^ '' *a- (a — l)a«- 

"^ ^ a» (a— l)aa— 1 (a— l)a"' 

at) jg°' — ft+^Xa'^^) 2n n« 

a- (a— l)»a— 1 (a—l)«»"^» (a— I)a»' 

'^ -^ (-a)"~(a+i)a-- 

V -' (— a)» (a+l)a» (a+l)«a»-i • 

^"-' '^X— a)' (a + l)a» - (a + l)«a»-i ^ (a + ^ 
. (a'+l) 
=l)'8»-i * 

§. 12. 
(1) iJ {a + (n-l)d} = an + 01=^ ♦♦) 



(2) ija 



, ^ Von den Zeichen + ^»^ + (P^^ ^a> obere für e|| g^. 
radefl, das untere aber für ein ungerades n. 

'*°*') Bs gehört No. 1 einer arithmetischen Reihe der I. Ordnung 

- 2 - - - - 2. ^ 
-3- - --3. . 

- 4 - - . . 4. 

.3* '^- 
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(3) z{f(ii + l) + gn(a»-l)j = »(B+l)(n + l) 

(4) ÄW« + l)(n+2)(g+ä(«-l>)j«=^{»* 
+ 6ii» + lln» + 6nl + ija» + n* + n» - n« — Jnj. 



Arithmetische Reihen der ersten 
Ordnimg. 

§, 18. 

Es m das erste Glied einer arithmetischen Reihe = a, 
die Differenz i^wisdieQ zwei Gliedern z= d, die Anzahl der 
Glieder =n, der Werth des uten Gliedes jsst uäd die 
Summe der nersten GUeder = s. 

(1) t = a + (n — l)a. 

(2) t = — id+j/{2ds+la — 4d)«}. 

2s 

(3) t = a. 

. (5) i = in{2a + (n-l)d}. 

W » — -2-+ 2d ' 

(7) 8 = in(a + t). 
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(U) 
(12) 


^_(t + a)(t-a) 


" 2s — t— a 
_, 2nt — 28 
n(n — 1) 


(13) 


n=l+ ^ . 


(14) 
(15) 


d — 2a , / 
"- 2d ±1/ 

2» 



(17) a==t— (n — l)d. 

(18) a=i-i:LrlL^ 

n 28 

0.9) a=^d + v'{(t + id)« — 2d»}. 



(20) a«^- 



Geometrische Reihen. 

§.14. 

Es sei a das erste GKed mer geometrischen Pro- 
gression, n die. AnicaU .der GEeder, t der Wotk des nten 
Gliedes, e der Exponent und s die Suonne der n ersten 
Glieder, dann-^: 

n B ' 

(S) s^ ^ . '^ . 
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(4) a=J^^:riL . 

^^ (e— l)e»-i' 

(5) t = a^-i. 

(6) ._' « + (e — l)s 

e 

(7) o = t(s — t)«-i — a(8 — a)«-i 

"(8) t=<iZl^. 

(10) a = (l^.. 

(11) a = et— (e — 1)8. 

(12) a(s — a)— i_t(8 — t)«-i=o. 

(13) e=y'^. 

(14) e-^ + l:Zf=,. 

(15) e = i^;. 

(16) e.-_-^ + __=o. ■ . 

(LI) „^ »ogt-loga 

löge ^ 

as) n— '''g^'^+<^*'"~^>'> —'*'«« 
löge 

n9\ logt — loga 

(^»> ■- log(.-a)-log(8-t) + ^- 

(20) logt-log{et-(e-l)s} ' 

löge T" • 

. E« sei der Exponent e ein achter Bruch, daim wird «^=50, mithin 

(21) s = »i=:^:= « . , . 

e — 1 1 — e 

Hiemach ist die Samme der Beihe 
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Differential - Formeln. 

Differential - Formeln algebraischer Functionen mit 
einer veränderlichen Ciröfse. 

§. 15. 

(1) Ä.Ax™ = mAx'»-idx. 

(2) 6 . Ar-" = — mAr-"*— ^5x. 

(3) 5.Ax» = -Ax'^ öx. 

(4) a.Ax^^=:— -Ax"^V 

§.16. 

(1) a . (ax«+ bx» + CX« etc. + p>=a.(ax">) +Ä-(bx«) 

+ Ä . (ex«) . etc. 

(2) S . (ax™ + bx«^ + ex« etc, + p)^ = r(ax™ + bx'* + ex« 
etc. + p)"-i S . (ax™ + bx'» + ex« etc. + p). 

'- r —1 

(3) «.(ax« + bx» + cx«etc.y = - (ax™ + bx»etc)- 

i . (ax™ + bx« etc.). 

(4) i. j/jax» + bx» etc.}' =^ | |/{ax» + bx» etc.}'-* 

a. {ax« + bx»etc.}. 
/ • , Ä . (ax™ + b:^ etc.) 

(5) S. >/{ax" + bx^ etc,} = ^ > ^(,^„, + bx" etc.) ' 

»y , . Ä.(ai°» + bx"etc.) 

(6) «.j/{ax™ + bx»etc.}=i.-3-^^ ^. 

j/jai^ + bx'^etc.}» 

♦a , . , «.(ax^ + bx'^etc) 

(7) a.l/{ax» + bx'^etc.}=i.i-^^ -. 

|/{ax» +bx'*etc.}a 

»/, , , 1 Ä.(ax™ + bx»etc.) 

(8) aY{ax°' + bx«etc}=-^. ^/ ^— .. 

|/{ax« + bx«etc.}»-i 
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S. 17. 

(1) 8 . {X-Y*Z»^=niX»-»Y^»« . X + nX"Y»-»Z«*Y 
+ oX'»Y*Z<»-ijZ, 
X- mX'»-»Ya,X — nX»«.Y 



(2) i- 

(3) 9 



Y« Y»+i 

X Ytf.X — x.a.Y 



(4) «.^= ^^. 

Es stellen X, Y, Z Functionen dner Tmnderlichen Grofse dar. 

Differentiale trigonometrisdier Fonctionen mit einer 
veränderlichen Gröfse. 

§.18. 

(1) d . sin X := cos xSx. 

(2) j . cos X = — sin x Jx. 

(8) d.tgx = -^. 

(4) 8 . COtg X = — -r-5- . 

(5) d . sec X = 8e€ X tg xäx. 

(6) S • coscc X = — cos X cotg xJx. 

(7) i • smv X = sin x Jx. 

(8) 8 . cosinv X = — cos xäx. 

Differentiale von Kreisbögen einer veränderlichen 
Gröfse. 



§. 19. 
(1) «.arc(sin = x) = ^^^. 

<^ *arc(cos=x) ^^^y 

(S) «.arc(tg = x) = ^-|L_. 
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(4) a.arc(cotg = x) = — |-j-^. 

(5) 8 . yc (sec = x) == ^^ ^^/_ fy • 

ix 

(6) a.arc(ca8ec==:x) = — £-7^j^3jj. 

(7). ^ . aro(wiT=x) = ^^^ ^ ^,^ . 

(8) a.arc(co8uiv = x) = — pr^g^^— ^. 

Differentiale logarithmischer Functionen. 
§.20. 

(1) a.logi»tX = ^. 

(2) a.AX = AXlogntA.Ä.X. 

(3) a . Yx = yx j^^ -I- lognt Y . axj. 

(4) a. lognt {lognt X}=^j^^. 

(5) a.lognt{lognt(logntX)}= ^^^g^^^^;^^^^^^^y 

(1) a.iog^tsHix=cotgxax. 

(2) a. lognt cos x^ — tgxax. 

ix 2ix 

(3) «.logottgx = ^5— ^ = ^j^^. . 

(4) i . lognt cotg X = : ^= . ^A . . 

^ '^ ° ^ smxcosx 8in(2x) 

(5) d . lognt sec X =: tg xdx. 

(6) d . lognt cosec x = — tg x3x. 

y»»v . . X s sin x5x . • 

(7) 4 . lognt sinv X == 



(8) d . lognt cosinv x'::^ 



sinvx 

cos xjx 
cosinv X * 
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§. 22. 

(1) J.logntarc(sia = x) = — --r-r r^rm s-v 

^ ' o V y arc.(sm = x)y(l — x«) 

ÄX 

(2) i . lognt arc (cos=x) = ; --n^ —, 

^ ^ ^ V / arc(cos=x)|/(l— X«) 

(3) «.logDtarc(tg = x)=. *^ 



(4) A. lognt arc (cotg =:= x) =: 



arc(tg = x)(l + x«)' 

«X 



arc(cotg=:x)(l+x«)' 



(5) A . lognt arc (sec = x) = ^ 



arc(sec = x) xf^(x* — 1)* 

(6) A . lognt arc (cosec=rx) c= ^ 1 ^ -.. 

^ ^ ^ ^ ^ arc(cosec= x)x|/(xa— 1) 

(7) Ä . lognt arc (8inv=:x) = . 

' arc (sinv=x)J/^(2x— X«) 

(8) Ä . lognt arc (cosin7:=x) = 

arc(cosmv=x)j/(2]^— x*)V 



Integral - Fonaela«. 

§. 23. 

Fundamental - Fomeln der Integral - Rechnung, 

abgeleitet aus Differential -Formeln. 

<^> /■*^=^^"^^- 
(2) y'^=iog„tx. 

(S) fA^logntAS.X = k\ 

(4) yYsj^ + iogntY«.xj«YX. 



Digitized 



by Google 



(7) /co3tJx aes Bin X. 

(8) / — sin jix sj= cos x. 

(11) Isecx . tangx . dx = sccx. 

(12) /— cosec X cotgx . ix = cosecx. 

(15) f^ xSx =3: raiv X. 

(14) /Lc08XJx = C05UITX. Z^.^, / j^*' y 

cotgx«x?==logbtAix. ^rÄ>^.>^.^ ' ^ 

(16) f—i^xH = logÄt CO« X. 

(19) /tgxax = lognt8ecx. 

(20) n^=^\ofpdmmx. 

(21) /j7(^^) = '««('^ = D' 

<22) /- y(a«-x«) = ""("" ""9' 

(23) /^^,^;-.e(t,=0. 
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(2«) /^#=iv=t'"(""=:> 

Reductions - Formeln. 

§. 24. ' 

(1) /(Ax»fa + BxMx + Cx»Äx'etc.)=A/x'»&'+B/k»fa 

+ Cjj9ix etc. 

X 

(2) Es sei =r eine unächte gebrochene Function der 

Teranderlicheft Grobe x, d« L dbr Zähler enthalte faSiere 

Potenzen der yeranderlichen 6ro(^ als der Nenner , dann 

wird ach durch Division mit dem Nenner in den 2Wer 

immer ein Ausdruck von der Form 

. « Ä MxP + Nx« etc. 

Ax^+BxPetc+ y ' 

ergeben, in welchem die zngeh5rende gebrochene Fonetion 
eme ächte ist Für diesen Fall nun wird 

(S) Die ächte gd>rocheiie Fonction 

W 

X¥Z' 

in welcher W, X, Y, Z ganze nnd rationale Functionen 

ener veranderlidien Grofte sein mögen, labt «ich in Partial- 

brüche zerlegen, so dafs ■ 

_!L_— üx y + ictc ■ • 

XyZett—X^Y^Z- '• 
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ist Hiemacli wird nun 

(4) Es mögen X und Y wieder Fonctionen emer yer- 
änderlichai Grofse san Xf dann ist 

fXöY = XY —JYÖX oder fXY8x = X/YÄx — /{öX/YSx). 

(5) Irrationale Differenzial- Formeln sind häufig durch 
Knfuhrung einer neuen yeränderfichen Grolsq rational zu 
machen und hierdurch die Integration wesentlich zu er- 
leichtem. Setzt man z. B. in der Difoential-Formel 

(x + 2)i/^H-4) ' l/c2x + 4) = «, 
dann wird 

z» — 4 

-; ix = z8ty 



^~ 2 
nütlun 



d.g. 



(x+2)j/(2x+4)-y is -y(«»)-4yii 



nnd wenn man nnn wieder für z seinen Werth durch x ans- 
gedrückt sabstitoir^ 

y(x + 2)^(2x + 4) = K(2^+*) -|/(2x+4)- 

Integrale algebraischer Fnnicöoneii. 
§• 25. , 

X»ÄX 



/x"Jx 
a + bx- 

/r|Tx=^<>8-*(»+''^)- 
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ao 

'x*Jx X* ax , a* 



y*x*Jx X* ax , a«, ., , . x 

y»x*fa X* ax» , a«xa a»x , a*. ^, , . . 
a-+ta = 4b - 3b^ + 2P— b4 + bi'"«"*^"+''^> 



etc. 



y ^"dx x" ax"~« ä^x"»-*» a»x"-"» 

a+bx~mb (m— l)b«"*" (m— 2)b» ~ (m— 8)b* 

Von den Zeichen + gilt das obere ior ein gerades, das untere 
für ein ungerades m. 

8. 26. 
7x-(a + bx)' 

/x«(a + bx) =-« + s» »»ß»* V—r-J • 

x»(a+bx)='-2iSS + iii-i?l»8°*V— i— > 

r fa _ 1 b bi,b» ./'a+bx^ 

yx*(a-J-bx) 3ax»"^2a«xa a>x''"a* ®^°\ x y' 

/x"(a + bx) <m — l)ax»-» ^ (m — 2)a«x»-» 

bV . b» rtc + 1^ 

(m — 3)a»x»-» ^ (m — 4)a4x»-4 "" ^ a» 

' lognt(i±i!^). 

Von den Zdchen + gilt, das -f- für ein gerades^ dat ^— 
rar ein ungerades m. 
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§. 27. 






'(a + bx)"' 

Jx 1 

(a + bx)« b(a + bx) * 

ix 1 



(a + bx)» 2b(a + bx)« 
ix 1 

(a + bx)* ~ 3b(a + bx)» 
ix ■ 1 

(a + bx)» ~ 4b(a + bx)« 
*x 1 



/(a + bx)» 5b(a + bx)» 

ix 1 



Ix 



(a + bx)" ■" (n— l)b(a+bx)— 1 " 



^«^ » . + ilognt(a + bx). 



■ bx)« 



(a + bx)« b*(a + bx) b» 

f ^sx _ f^. i\ L 

y (a + bx)» ~ Vb ^ 2h^J (a + b 

y (a + bx)* V2b ^ Gb^J (a + bx)» 

y (a 4- bx)» "~ V3b ^ 12b«-/ (a + bx)* ' 

y (a + bx)» "^ ~" Vib "^ 2Öbä J (a + bx)»*. 

7(8 + bx)" ~ "" V(a — 2) b "^ (n — 2)(n — l)b»>^ 



' (a + bx)"-!' 
f ^*ir /V 2a*\_l 2a, ,,\., 

y(TTl^=Vb-br>F5J+ta)-bi«<»g"Ua+bx). 

f x«j(x _/^2ax' 8a«^ 1 1^ 

y(a + bx)»~"Vb« ■*■ 2b»7 (a + bx)« "*" b» 

lognt (a -4* bx). 

(a + bx)* ~ V b "*" b« "^Sbi^ (a + bx)» * 
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(a + bx)* ~ V2b ■*■ 3ba "•* Ub^J (a + bx)* ' 

/ ' x^^x _ ^x^ ax . a* \ 1 
(a + bk)« ~ V3b "*" 6b« "*" 30b«y (a + b;t)* ' 
y * x^Sx _ f ^\ 2ax 2 . . 

(a + bx)»~ V(S=3)b + (n— 3Xn-2) + (;i=^)-' 
. l.a« ^ 1 

= (n— 2Xn— l)y (a+ bx)«^-! * 

y " xHx _(^^ 3ax« 3a»^ 1 Sa« 

(a + bx)*~V2b 2b« ■*■ b* J (a + bx) "*" b* 
lognt (a + bx). 

y^_x»Äx__i^x» 6a«x ^a8'\ 1 _ 3a 
(a + bx)»~^Vb b» 2b* J (a + bx)« b* 



lognt (a + bx). 
"Sax« . 9a«x . lla»^ 



y * xHx _, Z'Sm« 9a«x lla» ^ 1 

(a + bx)* ~ V b« "•" 2b» + 6b4 J (a + bx)» 



+ g^ lognt (a + bx). ^ 

y * x3fa _ rx» 3ax« a«x a«,^ j 
(a + bx)» ~ V b "*" 2b« "*■ b» ^4b4y (a+bx)4' 
y * x»ax _ /'^^ . ^^* I ^^^ . a^ \ 1 
(a + bx)« ~ V2b ■*■ 2b« "*" 4b» "'"20b4y(a+bx)** 
y ' x»^x r x^ 3ax« 
(a + bx)»~ V(n — 4)b "*" (n — 4)(n_3)b« 
8.2a«x 3.2. l.a» \ 

' (n— 4)(n-3)(n— 2)b» + (n~4Xn--3)(n— 2)(n-^l)>r 
1 
(a+bx)»^-!' 

y * x^Jx _/'x* 2ax» 2a«x« 4a*'\ 1 
(a + bx)«~V3b 3b« + b» b» 7 (a+bx) 

4a» 
— p- lognt (a + bx). 

/ > X* Jx _ rx* 2ax» . 12a»i ' 9a* ^ 1 
(a + bx)»~V2b b« "*" b* ■^b«7(a+bx)* 

6a« 
+ ^ lognt (a+bx). 
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12a«x« . 18a3x 22a4^ 



y * )L^8x _/'x^ 12agx* _ 18aax _ 22a^ '\ 
(a + bx)«~Vb b» b* 5b«-/ 



— j--lognt(a + bx). 



(a + bx)3 b* 

/ " x*Sx _ i^ 4ax8 Oa^x« 22a»x 25a*^ 
(a + bx)*~Vb« "*" b» "*" 3b4 ^ 12b» J 

(M^+b-»^^'^^ + ^"^- 
r x^3x _ _ i^x* 2ax» 2agxg . a^ , a4^\ 
y(a+.bx)«~ Vb""*" b« + h» "*" b* "^5b«J 
1 
(a + bx)» • 

(a + bx)» '~ V(ii— 5)b "'"(a— 5Xn~4)b«*'"^^ • 
. a.a^xg 4 . 8 . 2 . a»x 

•(n — 4)(n — 3)b« "^ (a — 5)(ii — 4) (n — 8>(b *- 2)b4 

4.3.2,la^ \ 1 

"*" (n— ö)(n— 4)(ii— 3)(ii— 2Xii — l)b*y(a+bx)«-i ' 

y* x™5x /^ X™ . max™— 1 

(a + bx)«' 7 ^(n +.1— m)b "V (n+1— ni)(n+2— m) 

ni(m — l)ax°»-g ni(m — 1) 

"*■ (d + 1 -^ m) (n + 2 — m) (u + 3 — m) ■*■ (n 4- 1 — m) 
(m-2)ax"-a X __!__ 

(n+2— m)(n+3— m)(a+4— in) '^Ca+bx)»-!* 
Diese Formel gilt nur dann, wenn n mindestens um 
2 groTser als m ist. 



A 



§. 28. 

Sx 
»■»(a + bx)'" 



yx(a+bx) a^ .Va + bx^ a * V x 7 

/x«(a + bx) ai^a> ^ V x >' . 

jfx»(a + bx)"~ Sax«"^««» a» ^ V x ^* 
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yx4(a + bx) 3ax8 ^ 2a«x« 

,o,..(i±ii). 

f Sx 1 b bg b» b* 

^xs^a + bx)"" 4ax*"*'3aax8 2a3xa"*'a*x a» ' 

.ogntC-±^0- 

r fa - ^ v ^ 

/»"»(a + bx) (n — l)ax»-i ^ (n — 2)a«x»-a 

— r — .j> . .. « etc. H ;;— lognt I — ■ f. 

(n— 3)a»x»-» — a" ^ V x >' 

Der Wechsel der Zeichen erfolgt ganz regeknäfsig. 

y * 3x 1 1 /^ a + bx -v 

x(a + bx)*~a(a + bx) a« °^,V x J' 

y ' Sx _{_ i _ 2b"v 1 2b 

x«(a + bx)4 ~~ V ax a«^ a + bx '*" a» 

x»(a + bx)« V 2ax« "*" 2a«x "*" a» >' a + bx 
3b«, ./"a + bx^ 

y ' H ( 1_ 2b 2ba 4b» \ 

x*(a+bx)«~V 3ax» ■*■ äa^x« a»x a« ^^ 

y " fa _/^ 1 5b 5ba 5b8 

xft(a + bx)a " V 4ax4 "*" 12a«x3 öa^x« "*" 2a4x 
, 5b*\ . 1 5b4, .ra + bx>w 

+ W .iT+bi-l^ ^^^'l-7-"> 
r ^x r 1 3b b« 

JxO(a + bx)2 "^ V 5ax» "*" lOa^x* 2a8x» "^ 
3b* .6b*\ 1 6bö, ^i^a + b^ 



b» 
a^x^ 
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yx(a + bx)3 V2I '•' a*>^ (a + bx)« a» 

x2(a+bx)3 ~ V ax 2aa a» J (a + bx)« 

y gx >^ 1 . 2b , 9ba 6b»x\ 

x»(a + bx)» V 2axa "*" a«x "*" a» "^ a* J 

(a + bx)« - -^ lognt ^-^-J. 

y'__&___/' 1 5b lOba 15b» 

x4(a + bx)»~V 3ai» ■*■ Öa'xa 3a8x a* 

lOb*!^ 1 . 10b», ,/'a + bx'\ 

~ ~^r-) (a + bx)i + IT '"6"* \—r-) 

y * 3x /- 1_ b_ _ 5b« 5b» 
x»(a + bx)»~V 4ax* "*" 2aax» 4a»3t* "*" a*x 
, 45b4 , 15b»x-\ 1 15b«, ,/^a + bx\ 
+ äi^ + -i;^J (a + bx)« ^ lognt^_^-J. 

y * fa ^ /- 1_ 7b _ 7bg 

x«(a + bx)» ~ V. 5ax6 ■•" 20ai»x4 10a»x» 
7b» _ Tb* _ 63b» _ 21b*x ^ 1 , 21b» 

+ 4a4xa a»x 2a« aT >'(a + bx)*"'' a» 

lognt(i±^). 
y x(a + bx)4 ~ V6a ■*" 2a*-« "*" a» J (a + bx)» a« 

..g..C-±J2). 

y V ix { 1 22b lOb^x 4b»ia ^ 

xa(a + bx)* V ax Sa« »» v^ J 

,1 , 4b. ,i^a + bx^ 
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y Sx _r 1 _6b_ 55ba 25b»x 

x»(a+ bx)4~- V isä» "*■ 2a«x "*■ SP" ■•" a* 

^ a» y(a + bx)» a« ^ \ x J' 

f fa r 1_ . _b 5ba 110b« 

yx»(a+bx)4~"\. 3ax» "*' aäx« a»x Sa« 

50b4x 20b«xa^ 1 ^ 20b» , ,i^a-|-bx^ 

- -p i«-J (a + bx)3^-l^ lognt^^-^^ 

y •__&___/■ 1 ■ 7b 7b« 35b> 

x»(a+bx)* V 4ax4 "'" 12aax» 4a»x« "*" 4a4x 
ib« 175b»x 85b«xg ^ 1 _ 35b* 
i» ■*" 2ii« "*" a»^ y (a + bx)» a» 



+ 



1.8..(^^). 



y ^ H r 1 2b 14bg 14b» 

x«(a + bx)4 ~ V 5ax» "*" öa^x* 1 Sa^x» "*" 5a*x« 
14b4 308bft 140bgx Seb^x^ X 1 56bft 

a*x 3a« a^ a» J(a+bx)»'*" a« 

/ » fa _ i^25 13bx 7bax» b»x«-v 
yx(a + bx)» ~ V.12a "*■ 3a« "*" 2a» "•" a* ^ 
1 1 , ,i^ a + bx ^ 

(a + bx)4^£»'°8"*V-'T-> 

y ix _{\ ^ 125b 65b«x aSb'x« 
x«(a+bx)»~~V ax 12a« 3a» • 2a* 

Sb^x'^ 1 , 5b, ,/^a + bx\ 

^r) (a + bx)* + is '°8"* \—r-) 

y i-L _ r 1_ , 3b^ . 125b« 65b»x 
x»(a + bx)» "^ V. 2ax« "^ a«x '*' 4a» ^ a* 
, 105b*x« . 15b»x»\ 1 , I5b«, ./"a+bx^ 
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y * St f 1 7fa Tb» 875b» 

x4(a + bx)» "" V 5Jä» "*■ öä«!» a»x 12a* 

455b*x _ 245b'>xa _ 35b«x» X 1 35b» 

3a» 2a» a^ >'(a + bx)« "*" a» 

,og..(i±^). 

y ' fa —Z' 1 , 8b 7b» 14b» 

xft(a + bx)« V 43x4"*" 3a%3 ö^H^'^ a^x 
875b4 QlObftx 245bgx« TOb^^w 1 
"*" 6a* "'^ 3a« "^ a^ "*" a« ^ (a + bx)* 

7fVK4 X^a 4. hrX 



a» 



yx«(a + bx)» V 






9b 6b* . 21b» 



5ax» ^ SOa^x« öa^x» ^ öa^x« 
126b4 525b» 546b«x 441bTxa 126b»x»^ 



5a»x 2a« 



HbTx* 126b»x» X 
a» a» J 



1 , 126b», ^f^ + hx\ 



Sx 

x(a + l 



'137 . 77bx . 47b2x9 . 9b»x» 



_ri37 TTbx 47bgxa 

bx)« ~ V60a "•" 12aa "*" 6a» "*" 2a* 
,b*x*\ 1 1, ./"a + bx-X , 

+ -a»V (M:bi)5-a-«'"8"*V-T-> 

y ' Sx _ /■_ l^ j_ 137b _ 77b2x _ 47b »x« 
x«(a + bx)«~'V ax . 10a« 2a» a* 

27b*x» 6b»x*\ 1 , 6b, ./"a + bx^ 

- -i5 ^J (7+^)5 + ^'»8"*V-T~> 

p Sx _/• Lj.-!! 959ba 580b»x 

yx»(a + bx)«~"V 2ax3 "*■ 2a2x "*■ 20a» ■*" 4a* 
329b*xg , 189b»x» 21b«x*-N 1 _ 21ba 

+ 2a» **■ a» '*' a7 y (a + bx)» a» 
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x4(a+bx)«~V Siü»"*"3a*x* 3a«x loa* 
1078b4x 1316bftx« 504bgx» SOb^x^ ^ 1 
3a* , 3aö a'' a« J(a+bx)ft 

y x»(a + bx>« ~ V 4ax* "^ iä^ a»x« "* 



a^x 

fc , leiTb^x , 987b<xa ^ 1134byxg , 126bg 

10a» 



2877b^ , leiTb^x 987b<xa ^ 1134byxg , 126bgx^ '\ 
+ 2a« + ar + ^i + a« J 



1 126b* 



(a + bx)* a 
yx«(a+bx)o V 5ax»^: 



:6b*, ,/M-bx^ 



3ba 6b3^ 



2a2x4 2a3x» ^ a*x* 
42b* 2877bg 1617bgx 1974byxa 2268bgx» 
a*x 5a* a''' a*' a* 
252b«x*" 



»10 



*\ 1 . 252b«, ,r^ + hx\ 



IXe Redactionsformeln für die Integrale dieses §. sind: 

y ix ^ _ 1 

x"«(a + bx)» ~ (m— l)x»-i (a + bx)" 

n n(n + l ) 

"'■(m— l)(in— ^Xa+bxf+i (n, _l)(ni_2)(in_3Xa+bx)'H-8 

n(n + l)(n + 2) etc. 

* (in — 1) (m — 2) (m — 3) (m — 4) (a 4- bx)N-8 

n(n+l)(n + 2) etc. (n+p— l)r fa 

— (m— l)(m— 2)(in— 3) etc. (ni-pX/x'»-P(a+bx)»+P" 



J^' 



8x 



'x"(a + bx)" (n — 1) bx" (a + bx)"-» 

. 5? , ""(m . 

^ (n— l)(n— 2)bax'H-i(a+bx)"-a "^ (n— l)(n— 2)(n • 

. + 1) . m(m+l) . 

= — 3)b»x»+a(a+bx)"-» "*" (n— l)(n— 2)(n— 3)(o— 4) • 
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. (■P + 2 . m(m+l)(m+ . 

= b*x"+»(a + bx)»+4 "T" (n— l)(ii — 2)(n— 3)(n— 4) ; 

. 2)(ni + 3) iii(m-(:l)(in ' 

= (n — 5^b6x»+4(a + bx)»+» " "^ (n — 1) (n — 2) ' 
. +2)etc.(m+p— 1) r gx 

• (n — 3) etc. (n— p)bP J[ x'"+P(a+ b)»-» ' 



'(a + bx«) 
Äx ,1 



/( 



§. 29. 

X"n5x 



1 i^ . 2xi/ab ^ 

= 077-;: "c I sin =i — /■ „ I 

' 2j/ab V a + bxa^' 

1 f a — bx«\ 

= öTTT arc I cos = — . . „ ■ 

2j/ab V a + bxa^' 

1 /" /a + bxax 

1 /". 2bxa ^ 

=2p^ "«= V'"^« = r+biij 
= p^"*=0'"=^|/a-Tb;zi) 

= -yr arc | cos = t /- | 

j/ab V y^+hx^J 

1 i^ a + bxa\ 

= gv / . arc I sec = — I , 

2|/ab V a — bx^y 

1 /• a + bxa\ 

= 2Fib^'^V^^^^='247ib-> 



1 logntl^ili!/^ 
f/ab ^ j/(a— bx^) 
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P ix r 1_ 4b 28b« 1918b» 

yx4(a+bx)»~V 3ax»"^3a«x« 3a»x 15a* 
_^ lOTSb^x _ 1316b»i» 504b«'x» SOfayi^ -y 1 
Sa» . 3a« a^ a« J(a+bx)» 
, 56bä, ./"a + bx^ 

f Sx _ f_ _l_ 3b _ 3b«^ 21b» 

yx»(a + bx)« - V 4ax4 "^ 4aax» a»x« "*" a^x 

. 2877b* 1617b»x 987b«xa 1134byx» 126b«x* \ 

■•" lOa» ^ 2a« "*" ar + a« ■*" a« 7 

1 126b*, \/i+bx"\ 



(a + bx)» 



yx«(a + bx)« V Sax» ^ : 



3b» 6b» 



2a3x* 2a»x» ^ a*xa 
42b* 2877b» 1617b«x 1974bTxg 2268b»x« 
a»x 5a« a'' a* a» 

252b»x* \ i 252b» /" a + bx \ 

aio ^'(a+bx)»"^ a" °^ V x J' 

JXe Reductionsformeln für die Integrale dieses §. sind: 

y Sx ^ _ 1 

x^ih + bx)" ~ (m — l)x»-i (a + bx)« 

n n(n + l ) 

"*"(in— l)(m— 2)(a+bx)»+i (m _l)(ni— 2)(ni_3Xa+bx)»+8 

n(n + l)(n + 2) etc. 

* (in — 1) (m — 2) (m — 3) (m — 4) (a + bx) M-s 

B(n+l)(n+2) ctc (n+p-l)r jx 

— (m— l)(m— 2)(m— 3)etc (m— pX/x">-P(a^-bx)»+p• 



yxl, 



ix 



W(& + bx)» (a — 1) bx» (a + bx)— » 

, m m(ni . 

■^ (n— l)(n— 2)b«x'»+i(a+bx)— a + (n— l)(n— 2)(n • 

. + 1) . m(m+l) . 

:_3)b»x"»+s(a+bx)»-» "*" (n— l)(n— 2)(n— 3)(n— 4) '- 
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. (m + 2 , m(m+l)(in+ . 

= b*x"+3(a + bx)'»+4 "T" (n— l)(n — 2)(n— 3)(n— 4) = 

; 2)("» + 3) .^ . in(m-l:l)(m '. 

• (n — 5)b«x'»+4(a + bx)»+» "''^ ^ (n — 1) (n — 2) • 
. +2)etc. (m+p— 1)Y Sx 
' (n— 3) etc. (n— p)bP J x'»+P(a+ b)»-f * 



fl 



§. 29. 

x^öx 
(a+bxä)' 



1 /" . 2xl/ab -\ 

1 /- a — bxa^ 

^ o./ ■ arc I cos = — , , - I 
2|/ab V a + bx^^' 

=V^b''''V'' = \/—r-) 

1 /". 2bxa "V 

=27Sb "*= V«"^" = r+biij 

1 /^ a + bx«^ 

1 /^ a + bx3\ 

=2Fib"*'V"'««^=-&j7ir> 
^b^ = 2j7ib '*'^* Vi7r=#^J 

1 , , t/a-f-x ]/b 
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1 , y(a-bx«) 

(a + bx«) ~ b b/(a + bx«) ' 

JCa + bx«)- 2b 2b» ^ ^ ^ 

/• x45x _x» a£4.f! r_JL__ 
(a+ bxa) ~3b~b'» "^ b»y(a + bx») ' 

/( a + bxgj -ib 2ba ^ 2b8 ^ '^ ^ 

P x^sx X» ^.?!f_5l /LJ5_- 
y(J:;^bii)~5b~3ba■*■b^ b»i/(a+bxa) 

Ist m dne gerade Zahl, dann wird 

f x-Sx __5ri— -^iü:il-+-?!^etc 

y (a + bxa) ~(m-l)b (m-^3)b» ^ (m-5)b« 



^,^v--»>x«) 



Von den Zeichen + gilt das +, wenn -^ eine ge- 
rade, dagegen das — , wenn | eine ungerade Zahl ist. 
Ist m eine ungerade Zahl, dann wird 



/( 






tt-i 

2 



2b » 
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§.' 30. 



x'"(a + 



yjx _ 1 , X 1 

x(a + bx«) ~ a '°^" l/(a + bx») a 

logntLL^^ '-, 

f Sx _ 1 b r H 

y x«(a + bx«) ~ ax a y (a+bx«) ' 

A— ^ 



bx2) 2axa ^ a» ^ x 



f Sx L+^+^r— i^^ 

y x*(a ■+■ bx*) ~ 3ax8 "*" a^x "^ a« y a + bx* ' 
Jx6(a + bxa) 4ax4^2aax« a» ® x 

/x«(a + bx«) 5ax« Sa^x» a«x a» 

yca+bx«)- 

bt m öne gerade Zahl, dann wird 

r_ex__ 1 I ' ** 

yx»(a + bx«) ~" (A— l)ax'»-i ^ (m- 3)aax'»-s 

b« ', . b«^ r fa 

-(m-5)a»x">-»**'^± fy(a + b: 



rw- . bx«) 
a' 



Von den Zeichen + gilt +, wenn g «ne gerade, 
dagegen — , wenn -3 eine ungerade Zahl ist 
Ist m öne ungerade Zahl, dann wird 



6 
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Jx"(a+bx«) (m — l)ax»-i ^ (m— 3)a«x'»-» 

ra-l 

b» ♦ •» » t/(a + bxa) 

~ (m-5)a»x— » "^''- ^13 '»8"* X • 

a » 

Von den Zeichen + dieser Formel gilt das -f-, wenn 
a «ne nngerade, dagegen das — , wenn ~ dne ge- 
rade ilbbi ist. 

§. -31. 

(a + bx + ex») • 

f—Jl—= '— -lognt pcx+b-|/(b»-4ac) l 

Ja+bx+cx« ^(ba^iac) ** J2cx+b+j/(b2=4i^J 

2 (2cx+b_y(ba--4a^j 

~l/(b2-4ac) "S" j 2|/c(a+bx+cx*; j' 

r fa __ 2 (. 2cx 

Ja + bx + ex« — j/(4ac — b-i) *"' j "" = ä7<^ J 

■±1 \ 

• + bx + ex«) I 

2 ( y(4ac. 



p^5_^arcjca,»^: 



• + bx 4- ex»)) 



1 ( • (2cx+b) 

V(4ac-b^)"^j^"' = -2<M: 
y(4ac— b«) ) 

• bx+cx* 



1 ( 4ac 



— b* 
: — z. 1 

•bx + ex«) 
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2 j _ 2cx 

2 ( ^ j/(4ai 

' -777 r:r: arc ^ cotg s= ' \ 

j/(4äc — b«) I •* 2ä 



c 

ex 



•+b 

2 ( 2l/c(a 

nrc / «er. = -4 — : — 



arc < sec 



■|/(4ac — b») "" I ""^ ~ |/(4ac '• 
.+ bx+cx«)| 1 



•_b«) 

1 ( 2l/c(a 

^(4ac — b«) I 2cx • 



. + bx + cx«)| 



(2cx 
arc l sinv==7 



V(4ac-b«)"''^"'"'-2<M^ 
.+ b)3 



•bx+cx2)j" 
/a + bf + ex» = 2-e "'^* (» + «»-+«') " ^ 

ÄX 



'a + bx + cx«' 

+ S^_^) /i_Ji__ 

^ |2c2 cjya+bx + cx*^' 

Ist der Exponent m im Zähler grofser als 2, dann 
ist vor der Tntegration die gegebene unächte Function durch 
Division in eine ^ze und m eine ächte zu zerlegen. 



6* 
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§32. 

f ^^ 

yx'»(a + bx + ex«) 

r fa j^ , ' xa _ Jb^ 

yx(a+bx + cx») ~ 2a ®^ a + bx + cx« 2a 

a + bx + ex« ■ 

y ax 1 b_ x« 

xa(a + bx + ex«) "~ ax 2a2 '°S°* a+bx + cx« 
/-b« c^/ - gx 
^ V2aa a7ya+bx + cx*' 

f s^ L j.^4.r^I l"^ 

7 x8(a + bx + ex*) 2axä "*■ a^x "*■ V2a» 'iaflj 

lognt— i^! C Sbc^ r Jx 

' a+bx+cx« V2a8 2aMya+bx+cxa' 

x4(a+bx + cxa)— 3ax» • 2aaxa Va» sflj 
1 /"b» bcx ^ x« , rh* 2b«c 

X ~ V&4 - ^ J >og»t I+bi+^« + V2^-15- 

c'^ f Sx 
a*>V a + bx + ex» * 



+ 

§. 33. 

x^ix 



7(3 + bx + cxa)P • 
^x 2cx + b 2c 



y Sx _ 2cx + b 

(a+bx+cx«)* (4ac— ba)(a+bx+cxa) "^ (4ä 



IC— b«) 
Sx 



a + bx + cx* 



r ^' ^ j 1 

y (a + bx +^ cxa)8 |2 (a + bx + ex«)» (4ac — b«) 

^ \\2cx + h\+ g^' 

(a + bx + cx»)(4ac— ba)aj j''*^ ^ j ^ (4ac — b«)« 



dx 



a + bx + cx* 
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L ^ j 1. 

J (a + bx + ex«)* |3(a + bx + ex«)» (4ac — b«) 

5c 10c« 



^ 3(a+bx+cx«)a(4ac— b«)a ^ (a+bx+cx«)(4ac— ba)3 
J2cx 4- bj + (4 J^ b«)3/a + bx + ex« ' 

r ?L__ = j 1 

y (a + bx + ex«)* (4(a + bx + ex«)* (4ac — b«) 

7c 35c« 

"*■ 6(a+bx+cx«)3(4ac— b«)« ■*■ 6(a+bx+cx«)« (4ac— b«)» 

35c3 IL ) 70c4 

■*" (a + bx + cx«)(4ac — b^)^] \ ^ "*" *^ j "*" (4ac _ b«)* 

Sx 



' a + bx + ex« ' 
x^x 2a+bx 



y(a+bx + ex«)« ~ (4ac — b«) (a + bx + ex«) 

b r Sx 

(4ac— b«x/a + bx + cx«" , 

y xflx 2a + bx 
(a + bx + ex«)3 ~ ~ 2(4ac — b«) (a + bx + ex«)« 

3b(2cx + b) 3bc r Sx 

2(4ac— b«)V+bx+cx«) (4ac— b«)«ya+bx+cx*' 

/ xSx 2a + bx 
(a+bx + cx«)* ~ 3(4ac — b«)(a + bx+cx«)3 

5b(2cx + b) 5bc(2cx + b) 

6(4ac— b«)«(a+bx+ex«)« "*" (4ac— b2)3(a+bx+ex«) 
lObc« r Sx 



(4ac — b«)\/ a + bx + ex« • 

y x«ix _ x(b« — 2ac) + ab 

(a + bx + ex«)« ~ e(4ac — b«) (a + bx + ex«) 

2a / * Sx 
'+ 4ac — b«y a + bx + ex« * 
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y * xHx _ (— 4cx+b)(4ac— bg)+(bg+2ac) . 
(a+bx+cx«)8 ~ 12ca(4ac— ba)(^+bx • 

.(2cx + b) (b2.+ 2ac)(2cx + b) b^ + 2ac 

-+CX«)* "*" 2c(4ac — b«) (a + bx + cx^) "•" 4ac — b« 

£x 



ra + bx + cx2* 

y * xHx _ (b— 3cx)(4ac— b^ ) 4- (bg+ac )(2cx+b) 
(a+bx+cx2)4 — 15c2(4ac— b2)(a+bx+cx2)« 
(2cx + b)(bg + ac) 2(2cx+b)(bg+ac) 

" 3c(4ac— b2)2(a+bx+cx«)a "*" (4ac— b2)3<a+bx+cxa) 
. 4c(ba+ac) f öx 



^ (4ac— b2)\/a + bx ex« ' 

y x8Jx (2bx+a)(4ac— b«) — ab(2cx+b) 

(a+bx+cx«)« ~ 2c2(4ac— b2)(a+bx+cxa) 

. li w . k . ^N 2abc+b(4ac— b«) r Äx 
+ ä^log»* (a+bx+cx«) - 2^,(4,^_,,) y H^bHl^' 

y * x^^x _ (2x + a)(4ac — b^) + (2cx+b)ab 
(a+bx+cx2)3 4c2(4ac — b2)(a + bx + ex«)« 

. 3ab(2cx + b) Sab r dx . 



2c(4ac— b2)2(a+bx+cx2) (4ac— b«) y a+bx+cx«' 

y x^^ _ (— 15cgxg+3bcx— b^ ^5ac)(4ac , 

(a+bx+cx2)4 ~ 60c3(4ac— b^Xa ' 

— bg)-(2cx+b)(ba+6abc) (2cx+b)(b3+6abc) 

• +bx+cx2)3 ^ 12c2(4ac-b V(a+bx+cx«)a 

(2cx+b)(b»+6abc) b3 + 6abc P dx 



2c(4ac— ba)3(a+bx+cx2) ^(4ac-b2)3y a+bx+cx« ' 

y x^St __v (4ac— bgXcgx3-^2b2x~ab+aacx) . 
(a+bx+cx2)a " c3(4ac— b^) • 

. + (2cx + b) (ab« — 3d2c) b • , 

, 2ab2c+4ab«c— b*— 6a2c2 P dx 



^ c3(4ac— b«) ya+bx+cx«" 

y x^^x _— x(2cx24-bx+2a) (4ac-b^)4-a2(2cx4.b) 
(a+bx+cx2) 3 2c2(4ac— b^)(a+bx+cxa)« 

3ag(2cx+b) 6ag* P 8x 

' c(4ac— b2)2(a+bx+cx2) "^ (4ac~ba)aya+bx+cx*' 
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/x^Äx — (5cH^ + 3acx — abX4ac— b^) . 
(a+bx+cx2)* X5cS(4ac— b^)(a • 

. + a(2cx + b)(ac-hbg) a(ac+bg)(2cx+b) 

•+bx+cx2)3 ■*■ 3c^(4ac — b2)2(a + bx+cx2)2 

, 2a(ac+bg)(2cx+b) ■ 4a(bg+ac) P 8x 
^ <4ac — b2)3(a +bx+cx2) "^^ (4ac— b*'*)3/a+bx+cxa' 



/^ 



/^ 



§. 34. 
Äx 



xw(a+bx+cx2)P * 
ax _ (4ac-^b^)— b(2cx+b) 1 

x(a + bx+ cx2)2 ~ 2a(4ac — b2)(a + bx + ex 2) "^ 2iä2 
1 x^ ^ b(6ac--bg) / ^ ^x 

^^ a+bx+c;ia 2a2(4ac— ba)^ a+bx+cx« ' 

y Sx _ (4ac— b2)— b(2cx+b) 

x(a + bx + cx2)3 — 4a(4ac -^ b^) (a + bx + cx«)2 
(4ac — b2)2 — bc(2cx + b)(3a + 4ac ~ b^) 1 

"*" 2a2(4ac — b2)2(a+bx + cx2) "^ 2ä3 

lognt —^ rl^hc^-h^c ^^ 

^ a + bx + c^2 Va2(4ac — b^)«^^ 2a3y 

Ja+bx+cx«' 

y ^x _ 1 1__ b(2cx+b) ) 1 

x(a+bx+cx2)4 j 6a 6a(4ac — b») j (a+bx+cx2)3 
, i 1 . 5bc(2cx + b) _ b(2cx + b) ) 

"^ I 4aa 6a(4ac — b^)« 4a2(4ac — b^U 

1 , ( 1 ■ 5bc^ (2cx + b) 

(a + bx + cx2)2 "*" j 2^ ■♦■ a(4ac — b2)8 
__ 3bc(2a: + b) b(2cx + b) ) 1 

2a*(4ac — b*)« 2a3(4ac~b2)j (a + bx + ex) 
, 1 , . x« l( 10bc3 3bc2 



2a4 ** a+bx+cx2 |a(4ac— b2)«"T'a2(4ac«b2)a 
^ 2a4 "^ ai»(4ac— b^jya + bx +cx«^ * 
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y Sx (_ a+bx (b8— 8ac)(2at + b) | 
x«(a+»>x + «')*~ j a*» a2(4ac — ba J 

1 b x" ^ ( (b«-8ac)2c 



a+bx+cx« as ^ a + bx + cx* ' |a«(4ac— b«) 
^aä|ya + bx + cxa 

I 

y x«(a + bx + cx«)3 I aix 48« "^ VSa« ,a >^ 

(2cx + b) ) 1 ( 3b i"3ba 5c-\ 

2(4ad— b2)((a+bx+cx)a "*' | 2a» "*' VSa^ a ,/ 

3c(2cx+b) Sb« (2cx + b) ) 1 3b 

(4ac — b«)« "^ 2a» (4ac — b2)j a + bx + ex* 2a4 

I t ^' . ( 6ca /-3b* _ 5c-\ 

'"8°* a+bx+cx« "•" j (4ac — b«)« V2aa iJ 

__3b2c__ 3b2) P Sx 

' ■*' a3(4ac-b2) "^ 23*1 J a + bx + ex* " 



/ 



Sx 3a+2bx(a+bx+cx«) b 



x2(a+bx+cx2)4 3aax(a+bx+cxa)» a'Ca+bx+cx«)* 

2b 2b . . x« . /'2b« 



IT '°g"t j^ u„ ^ -„a + 



a4(a+bx+cx«) a» ^ a+bx + cx* ' Va« 
Tc^ r gx 2ba/ " Sx ^ 

~ a>7(a+bx+cx2)* "^ asyca+bx+cxa)»"^ a* 



/( 



Sx . 2b2 r Sx 



(a+bx+cx2)2^ a»ya+bx+cxa' 



Jx'Ca + bx + cx*ja "" \ 2ax« ' 2a2x "^ 2a» a» 

_ r^ _ ^^bc'^ 2cx+b '\) 1 i-3b« 

V2a» 2aa -/V4ac— bay|a+bx+cx» "•" Viä* 

c"\ X« ( 2c i^b» llbc-y 

~i»-/ ^^*a+bx+cx* J4ac— b«V2a» 2aa ^ 

"•"Vä* a»yjya+bx+cx«' 
yx»(a+bx+cx2)» ~ j 2ax^"*"a»x"*"4aVa« »j] 
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«b« — 3ac 1 



(a + bx + cx«)a ^ 2a*(a + hx + ex«) "^ 8a» 
1 x« I Y^Obc h\ f Sx 

•««""^ a + bx + ex» ■•" V a» 2a^y (a + bx + ex«)« 

h f ix b r ix 

'~ 2aa/(a+bx+bx»)a 2ay a+bx+cx« * 

§. 35. 

yx^ix x"-^ a^ P x'^-Hx b 

a + bx+bx« "" (m — l)e cja + bx + ex» c 

x^-itfx 



'a + bx + ex*' 

y« x^Sx x*»-* (m — l)a 
(a + bx + cx3)a — (m — 3)c(a + bx + ex«) (m — 3)e 
y. xm-«3x (m — 2)b r x^-^^ax 
(a + bx + cx») — (m — S^J (a+bx+cx«)« ' 
y x''ix x°-i (m— l)a 

(a+bx + cx*)» •" (m — 5)c(a + bx + ex«)« (m — 5)c 
y. x"-*dx (m — 8)b r x'^-^ix 
(a+bx + cx«)» ~(in — 5)cy(a+bx+cxa)8 * 
y x^gx x"-! (m — l)a 

(a+bx+cx«)* — (m— 7)c(a+bx+cxa)» (m— 7)e 
y ' x'P-'fa (m— 4)b r x'°-^3x 

(a+bx+ex«)* (m— 7)cy(a+bx+cxa)4- 
etc. 

r ix _ 1 7* r ^' 

Ax-Ca+bx+cx»)"" (iii-l)ax'»-i ayx»-»(a+bx+cx») 

e r fa 

ay x™-*(a + bx + ex*) * 

r jx ^ L^ 

yi"(a+bx + cx«)a — (m — l)ax»-i (a + bx + ««) 

mb r Sx __ (m -t- l)c 

~~ (m — l)a y x"-i (a + bx + ex«)» (m — l)a 



/^ 



x'»-a(a'+ bx + ex«)« 
7 
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y fe ^ j_ a+bx (ba— 3ac)(2cx + b )j 

x«(a+bx + c)t«)2 j a^x """^ a2(4ac — b^ J 



^lognt i! ^f(b«-3ac)2c 

»3 »"''na. hv-Urv2 r 



a+bx+cx2 a3 ^ a + bx + ex« ^ ia2(4ac— b«) 
^a8|ya+bx + cxa" 

I 

r fa i_ i _ ?^ . /^3ba 5c^ 

y x2(a + bx + 0x2)8 j ax 43« + Väi^""^^ 

(2cx + b) ) 1 . (_ Jb . rSba 5c^ 

2(4ad— b2)((a+bx+cx)2 "*" j 2a» "^ V&ä ^ jj 

3c(2cx+b) 3b« (2cx + b) ) 1 3b 

(4ac — b*)^ ■•" 2a» (4ac — b*)) a + bx + cx« ~" &4 

°^ a+bx+cx2 ■»■ j (4ac — ba)a l^iiä — jj 
__3b2c_ 3b2) f Sx 
■*' a3(4ac-ba) ■^2a*j Ja + bx + ex« " 

Sx _ 3a+2bx(a+bx+cxg) b 



/ 



x«(a+bx+cx*)* 3a«x(a+bx+ci«)» a»(a+bx+cx2j- 

2b 2b. , X« . /-2:. 
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4 



/r 



Ifli: 




> 



3 

5x 
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y gx ^ 1_ 

x"»(a + bx + cx«)3 (m — l)ax«-i(a + bx + ex»)« 

_ (m+l)b p . Sx (m + 3)c 

(m — l)ay x"»-i(a + bx + ex«)» (m — l)a 

yx«»-«(a+bx + cxa)»* 
f ix ^ 1 

J x"»(a + bx + ex«)* (m — l)ax"»-i(a + bx + ex«)* 

_ (m + 2)b r ix (m + 5)c 

(m — l)ay x«»-i (a + bx + cx«)^ (m — l)a 

y x™-2 (a + bx + ex«)* ' 

f ix _^ 1 

J x"»(a + bx + ex«)« (m — l)ax"»-i (a + bx + ex«)» 

_ (m + 3)b r Sx (m + 7)c 

(m — l)a J x"»-i (a + bx + ex«)« (m — l)a 



Jx«--a(a + bx 



fx«--a(a + bx + ex2)** 
etc. 



§. 36. 
x»*x 



a + bx» • 



flTh^ = 3i^{ ''^* ,/(l_qx + q«x«) + ^^ 



-bx» ~ 3aq I ^ y(l + qx + q«x«) 

rfx 1 ( 1 + qx 

a+ bx» ~ 3a { °^* J/(1 — qx + q^x«) 

. arc 
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t 
In den vorstehenden Integralen ist q = | /-. 

a+bx»~b~bya + bx»' 
§. 37. 
yx'»(a + bx») 

dx 1 b r xÄx 



yx*(a+bx') ax aja + bx»' 

/ ' 3x __ _1 b r_Sx_ 
x»(a+ bx») ~ 2axa ä/ a + bx» ' 

yx*(a+bx3)= - 3S? + s;5 »»«»t v-^i- J- 

x<»(a+bx») ~ 4ax* '*' a^x "*" ifljn +bx» * 

y * ix 1 b b» / » ix 

a«(a+bx8) öax» '*' 2a«x« ■*■ a«y a + bx» 



§. 38. 

y * ix 
1 + x»- 



7* 
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i_- « 



xcosq- 



Jl^ = - l.eos ; lognt ^ jl - & CO. J + ,.j 

+ i lognt (1 + x). 
yf^^ = -}cos Jlognt -j/jl - 2x CO. I + ,4 

fXSlD ^ 1 
**^; 5; 

1 X cos :t ' 

— I CO» ^logntj/jl _ 2x cos ^ 4. x«j 

. 3» 
+ ism^arc tg = - ^ . 

^ 1— X cos -r- ' 

4 

^1^ = - f cos Jlogntl/jl _ 2x cosj + x«j 

/ xsin-jT X 
+ |si„»arc tg=^ —„] 

o 

_| cos -^ lognt |V^|l — 2x cos^ + x«l 



. 3;r 

^ 1— xcos-=-^ 

o 

+ i lognt (l+x). 



Digitized 



by Google 



53 



/rli^^-*"' ff'**«"* >^jl - 2x CO» J + x.j 

ix sing \ 
*6=; n] 

_ f CO» ^^lognt |/{l - 2x cos ^ + x«j 
+ fsm-g-arc tg=- ^ 

1— XCOB-^' 

_#cos^ Iognf|/{l - 2x CO» ^ + x^j 



+Jsu.:^'atcjtg = - ^|. 



5« (. """6 



1 — XCOS-^ 






9e 
/ X sm - 

+ -sin— arc itg = 



' 1 — xcos- 

n 



_?cos^lognt t/{i -- 2x cos ^ + x«j 

2.3» ( '""-7 ( 
+ «n-«cjtg«- jgjj 

^ 1— xcos ' 

n 

-?co8^ lognt|/'{l — 2x COS ^ + x«j 



.2.5^ L n_ 

+ -sm-arc tg=- ^ 

" ^ 1— XCOB-^ 

n 



etc. 
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Die Factoren von - schreiten in der Beihe der unge- 

radoi Zahlen fort, übertreffen aber memab n. Ist n 
eine ungerade Zahl, dann ist dem vorstehenden Integrale 

noch das Glied -J — lognt(l-|-x) beizufügen. 



§. 39. 

/ " ix 

fl^ = - 4 lognt (1 - X) + 4 lognt (1 + X) 

fj^^ = - i lognt (1 - X) — I cos f ffi lognt |/{1 
. -2xcos|„+x^} +|sin|.arc(tg= j^^). 

f^J^= — ilognt (1— X) - $ cos f wlogntj/{l — 2x 

co.J„ + xn +1 sinf» arc(tg = y^^^) 

+ i lognt (1 + x). 

f^^^= — i lognt (l— X) — I cos f « lognt j/{l — 2x 

cosf„+x-|+|ab|»arc(tg=ji|Bij.) 

— f CO« ißi Jognt j/{l — 2x cos f jr + x«| 
+ |«s.nf„arc^tg = j-_^J. 

/r^ = -]lognt(l_x) 
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_?cos^lognt|/jl-2xco.^ + x.} 

. 2» 
+ -«n-«c tg=- g- 

^ 1 ^X008 ' 

n 
-?co.^lognt|/|l-2r«>.^ + x.} 

2 4» l ^'"T ) 
+ _ri„_arc tg=- ^ 

^ 1 — xcos ' 

n 

-?co.^lognt|/{l-2xco.5 + x.} 

^2. 6, ( "^T } 
+ -su.-arc tg=- -^ 

* 1 — X cos ' 



etc. ^ 

Die Coeffidenten von - schreiten m der Reihe der 
n 

geraden Zahlen fort, nnd es bricht die Reihe ab, wenn 

der Factor von n grofser wird als n. 



§. 40. 

1 + x*- 

Ist m — 1 nicht grofser als n, dann wird 

+COS lognti X <1 — ^2xcos — +x* . 

^ n ^ y \ n^ 

+COS — ^lognti/ |l — 2xcos — +x* 
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so 

+ cos bgDt -%/ ) 1 — 2x cos — 

+ X* j etc| 

i. « 
/ X sin - % 
8in — arc < tg = > 
^ 1 — X cos - ' 



-, / X sin — 

+ «n~arc tg=- g^ 

^ 1 — xcos 

n 

,„_arc tg=;j 5- - 

^ 1 — xcos ' 

n 

+ 8.n_arc tg=- 7;; «tcj. 

^ 1 — xcos I 



Die Zahlencoeffidenten von - schreiten in der Bdhe 

n 

der ungeraden Zahlen fort. Die Reihe bricht mit den 
Gliedern ab, in welchen der von m unabhängige Factor 
vor 7K grofser als n wird. 

Ist n eine ungerade Zahl, dann kommt zum vorste- 
henden Integrale noch das Glied + - lognt (l + x). Das 

Zeichen + gilt, wenn m— 1 eine gerade, das Zddien — 
aber, wenn m — I eine ungerade Zahl ist. 

§. 41. 

Den Exponenten m — 1 kldner als'n angenommen, 
dann ist: 
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f^^-l^a-r^ 



cos — l-x* 
n ' 



+co8-^logntlx 1— 2xcos l-x« 

n f^ f n 



+cos-^lognt'l/ |1— 2xco8— +x' 

.21. 2iii7r ( ^ n 

+ - <8in arc l f^ = 



+ 8in arc J tg = 



9111 arc ^ tg = 



1 — X cos — 
n 

. 4^ 

xsin — 

n 

: ^ 

1 — X cos 

n 

. 6« 

xsin — 
n 



1- 



6;t 



xcos- 

n 

Sn 
xsin — 



. Smn i n ) 
+ SU. — arc tg=^^ g- etc, 

V 1 — ^x cos — / 



7t 

Die ZaUencoeffidenten von - schreiten in der Reihe 

n 

der geraden i^lahlen fort, und es schliefst die vorstehende 

Rohe, wenn eben dieser Ziahlencoeffident das n überstdgt. 



§. 42. 
x"fa 



/ * x"dx 
(a + bx»)«" 
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(a+bx»)« na(a+bx») "^ an J a+bx» ' 

y > xffx _ xg n~2 r xjx^ 

(a+bx'?)2 na(a+bx») "^ "anj ä+bx^ ' 
x^^x x3 . n— 3 r^^Sx 



/ * x^Sx _ x3 n— 3 /^ 

(a+bx»)2 naCa+bx-»)"^ an jä 
/ ' x'Pdx _ x'P+i n— m— 

(a+bx«)2 ~na(a+bx«») "*" ^^T^J^^+h^ 
y *x»-^gx 1 
(a+bx»)« ~ nb(a+bx») * 

§. 43. 

Jx°'(a + bx») 

y ' fa 1 , ,i^a + bx»>w 

^(H^b?) = - iä lognt (^-^ J. 

y " fa _ 1^ b Px^-Hx 
x2(a+bx»)~ ax aj a + bx«' ' 
y " ^x 1 b rx°-8^x 

x3(a+bx») 2ax2 a^a -j- bx" ' 



5x 1 • b rx^-^Jx 



x4(a+bx'») 3ax3 aj a + bx«' ' 

y * 8x 1 b /*x»-»»Jx 
x»(a+bx») ~ (m — l)ax'»- 1 aja + bx«' * 

§.- 44. 

a + bx-'^Cm— n + l)b'~bya+ bx«* 
r x»Jx ^ x°^-°+^ (m— n+l)a 

y(a+bx»)a (m— 2n+l)b(a + bx») (m— 2n + l)b 

(a + bx«)a- 
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y» x^Sx _ jOr-M-i ^ (m— n+l)a 

(a+bx»)» ~~(m— 3n+l)b(a+bi»)» '(m— 3n+l)b 

(a + bx»)8- 

/• x"ix x"~"+* (m — n-t-l)a 

(a+bx»)^~ (m— pn+l)b(a+bx»)P-i ~~ (m— pn+l)b 

(a+bx»)P- 

y' Sx .1 b p Sx 

x-'Ca+bx»)" (m— l)ax'"-i aJx^-'Ca+bx»)' 

ySx _ ■_ 1 (tn+n— l)b 
x'-Ca+bx")*' (m— l)«"»-* (a+ bx") (m— l)a 

y Sx 
x-'-'Ca+bx»)*' 

f__Sx__ 1 (m+2n-l)b 

yx»(a+bx»)3~ (m— Ijax-'-Ka+bx»)* (m-^l)a 

y Sx 
x'"-»(a + bx'')»' 

f 8x 1 (■"+?£• 

/x»(a+bx»)P~ (m— l)ax"'-Ka+bx»)P-i (m • 

. -^n-l)b / • gx 

: Zn)i y x—'Ca + bx»)P * 



§. 45.. 
x'^dx 



(a+x)(b+x)(c+dx)- 
(a+x)(b+x) b-a ^ \b + xJ' 

r sx 1 j. _J_ 

/(a + x)\b + X) " (a — b)(a + x) (a — b) 

r ax :_JL_iJ_ + -l-( ^ 

. /(a+x)»(b+x)2~ (a_b).« a+x ^ b+xf (a-b) 



2_ 

s 



8* 
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/(a + ,)(b-hx)(c + x) = (a-b)(c-b ^<^^0 + ^^ 



lognt (a + x) + 



(b — a)(c — a) ^ v-^-^/ ^ (b_c)(a— c) 

lognt (c-J-x). 



y* xSx a b 

(a + x)a(b + x) ~ ~ (a-b)(a + x)~(a — b)« 

f xSx _ 1 ( b a I a-hb 

J(a+x)*(b+x)« — (a-b)a jb + x "^ a+xf "^ <a— b)» 



lognt (c + x) — 



(b_c)(a — c) =» ^ • -^ (b— a)(c— a) 

lognt (a + x). 



/(a+x *Xb+x) =^ b^ITa { 1°«"* y^) + "/^j- 

/ • fa !_( f 8x p Sx y 

y(a+xaxb+x«)~b— a(ya+xa yb+xaj* 

~ /öH:i^q^=(^ !«> »oß-t ^* + (b«-a) 

ya+x«j (a+ba)(b+x)- 

y (a+x»)(b+x) = a+bi f ^°g°^ ^+^ + 7a-+r'l- 

y xgx 1__ / -a + xa -^w 

(a+x«)(b+x«) ~ 2(b — a) ^^ Vb + x^^^' 
f xSx 1 ( a-ba (b + x)a 

jr(a+xaXI>+x)a"~(a+ba)a j 2 »» ^^^ 

+ Sab/^j +(a+b»Xb+x)- 
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Integrale trigoBometrischer Functionen. 
§• 46. 
1 sin ^q>5q>» 
/sin ^gti(p = q>. 
/sin q>S(p = — cos q>, 

kl ^(pSq> = — 5 sin g> cos 9 + 2 9>. 

yl 2 

sin ^q>8q> = — ^ sin ^y cos 9 -^— q cos g>. 

|sin*9Jg) = — 2^"^*9^^®9^. — 2~4 *"* ^ ^^' ^ 



+ ^9». 



täa ^q>Sq) = — w sin *y cos g> — s — f sin "g» cos tp 

* 2.4 

__jCOSy. 

yl . , 1.5 . , 

giii<9)d9) = — ssu» 'y cosg» — j— g sin '^ «os 9 

1.3.5 . . 1.3.5 

-27176 ""9"^^"*" 270''- 
etc. 

/sin "yjg) == sin '^"■^9 cos y H /sin ""^yjy 

§. 47. 

/cos ^ydg) = y. 

. Digitizedby VjOOQIC 
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Ices q>Sg> =smq>. 

yl 1 

cos ^q>Sq> ^=:^8mq>cosq> + ^^, 

yl 2 

cos ^(pdgf = ö sin 9 cos *9 + -5 sin qp. 

y* 1 13 11 

cos ^q>ö(p=;^8m q> cos ^q> + ^L^8mipco8 tp + ^-^ 9- 

y* 1 1.4 2 4 

cos »^ag) =:g-siii (p cos *g) + s-^ sin g> cos *y + -^-1^ 

sin 9>. 

/• • 1 15 1 1 '^ 

cos ^q>Sq> = g sin q> cos «9 + j^ sin 9 cos »9) + *'^'^ 

\ 1.3.5 

8mq>co8q> + ^—^^, 

/cos »g^ag) = - sin 9 cos »-> 9) + ?IZ_ /cos »-«g^a^. 

§. 48. 

^sin ™g) cos fpSq>^ /sip y cos ^cpStp. ] 
/sin 9> cos (pS(p = ^ sin ^9. 
isin ^q> cos g>3g) = ^sin '9. 
/sin "y cos 9)3^) = sin ™+* 9). 

/sin 9> cos *ydg) = — 5 cos ^q>, 

y\ 1 

sin 9> cos ^97^9) = — ^•cos*^?. 

/sin 9> cos ^(pöq> = — = cos ^"^^(p. 
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§. 49. 
* /sin "9 cos ^q>8(p, 

jsmq) cos *tpS(p = — ^ä^®' *9- 

|«m ^q) cos *9ög) C3= ^ sm '9 cos g» — ^sm g) cos 9 + ^ q>, 

/l l . 

sin *9> cos *g)Ä9) = ^sin *g) cos q) ^ — ^ sin ^9 cos 9 

2 
— J5 CO» 9>- 

yl 1 . 

sin *g> cos *g>Ä9 = ^sin *g) cos 9 — 97 ^^ '9^ c®' 9 

1 . .1 

— —8mg> cos q) + j^q>. 

/sin *9 cos ^q>Sq) =-=-siii •g) cos 9 — q^ ^"^ *9 ^^ 9 



1 . , 1 



jggsm-ycosy-^cos,,. 



/• 11 

sin ^q> cos ^g^dg) = ^^ sin ^y cos g> — r^ sin *g) cos 9 

5 5 5 

~ 192 **" ' ^ ^^* ^ ~ 128 ''" ^ ^^^ ^ ''■ I28 ^' 

yl l 

sin ™g) cos *g)dg> = - ^ sin ™+ig) cos g> H —3 

/sin ^q>Sq>. 
§, 50. 



/sin"g) cos *q 

/l 2 

sin *y cos ^^Sq> == -^ cos ^g> sin 5g> + te swi *g>. 

/l 1 . 

sin 8g) cos ^qpÄg) = ^sin *g) cos *9 + ts *'° ^^'^ 
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/l . 2 

sin *9 cos ^g>8(p = -s sm,*9> co8^q> + -5^ sin ^q>. 

/l . 1 

sin *y cos 5yjy = g sin *g) cos *g) + öt*"^ ^V* 

yl . 2 

sin ®9> cos '9Ä9 = Q-sin ''y cos ^9 + ^ sin ''y. 

/l 2 
sin ™m cos ^©J» = — j— 5 sin *n+im cos ^m H --= 
m + ^ m + o 

/ sin "9 cos 9Äy, 

§. 51. 

/sin ™y cos *g)Ä9. 

/l . 1 . 

sin *9 cos *9Äy = ^sin ^cp cos '9> + g sin '^ cos 9 • 

1 . .1 

— Ig sm g^.cos g> + jg 9- 

/sin ^g) cos ^q)dq) = w sin *g) cos ^q) — öf sin ^tp cos q> 
+ «^ Sin *9 cos 9> + « cos 9. 

Isin ^q> cos ^^og) = ^sin »9 cos 9 + Tß sm "9 cos q> 

1 3 3 

— gj »»o ^g) cos 9 — £gg sin 9 cos 9 + yös 9^* 

/l 1 

sin *y cos ^q)8<p = q sin ®g) cos Sg> + -- sin «g^ cos g> 

"" IÖ5 ^"* ^ ^^^^ ~3l5 ®"* ^ ^^* ^ ~ 3l5 ^^' ^* 

« l • 3 

sin ^q) cos ^q>S(p = r^rsin ^y cos *g> + gj? sin ''9 cos 9 

1 . . i . . 8 

jgg sin »g) cos 9 — jgg sm *9» «<>« 9> — 25g 
sm 9 cos g> + ggg g). 



/• 
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/» 1 3 
sin ™g) cos *g)im = --r sin ™+im cos »m A 
m + 4 ^ ^ m + 4 

y sin ™y cos ^q)8<p. 

§52. 

f sin "9 cos ^q)Sg). 

y\ 1 4 

sin *9) cos »9^9> = -y sin ^g^ cos ^9 + -^ sin ^y cos ^9 

IT' 1 1 

jsm^q) cos *g?ig> = -^ sin ^y cos *g) + ts-S»"^ *9> cos ^9 

+ 24 ^"* 9^- 

y». 1 4 

sin *g> cos *g>^g) = -q sin ^g) cos *9 + ^ sin ^<p cos *g) 

. +gj5SinV 

y\ 1 1 

sin *g> cos '^ydg) = yjc- sin «9 cos *9> + ^sin «9 cos ^9 



+ ggsinV 



y'. 1 4 

sin «g> cos ^q>8q) = ij sin ^9 cos ^9 + qq ^^^ ^9> c^* *9> 



+ 693''° ^ 



/l 4 

sin "© cos •cpd© = — r— r- sin "+1«, cos *g> + — rx 
^ ^^m+ö ^ ^m+5 

/sin "9 cos 'yjg).* 



9 
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§. 53. 

/*. l 5 

sin •g) cos ^q>8q> = 5- sin ^9 cos ^gf + Tg 8>n ^y cos '9 
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§. 54. 

/sin "© cos ^q)dq> = — : — sin ™+im cos »-^m + — ; — 
^ ^ ^ m + n ^ ^ m + n 

/sin "y cos "~*yff^. 

y^ . I ^ t 
sin "© cos ^wdcp = ; — sin "-ig) cos »+im H ; — 
^ ^ ^ m+n ^ ^ m+n 

/sin "-«y cos "g)Jg>. 



Digitized 



by Google 



«6 

§. 53. 



* 

y* 1 5 

sin *y cos ^q)8q> = ^ sin 'g? cos ^q> + ts^^ ^<P cos 'y 

+ g^ sin 89 cos 9 — j^sin g> cos 9 + J28 ^" 

/l 5 . 

sin ^q) cos •gjjg) = -^ sin *9 cos *9> + 2*0 s'"* ^^^ ^^^ '9 

112 

— ^ sin *<p cos 9 + iTH sin *g) ^^* 9^ "'" gg ^* ^* 

/l 1 . 

sin *9 cos ^q>dq> = fo ^'"^ ^9* ^^^ •^^ + iä *"* '^^ ^^^ '9^ 

+ 32 ^"* 9> CO» 9^ + 128'®*° '9^ cos 9 — ggg sin 9) 

/l . 6 . 

sin ^g> cos •^ffcp = •« »'^ *9 cos •y + ^Q-sin ^q> cos ^9 

5 14 

+ 231 »'" •^^ cos g> — ggj- sin *9 cos g) — ggj sin «9 

8 
cos tp — g« co;i gf.' 

/l . 1 

sin ^q) cos ^g>5q> = ^^ »''^ ^9^ ^^^ *9> + 94 »^*^ ^9^ ^0» '^ 

+ 64 »>ö ^9> COS9 — ^4 «n «9 cos g, — j^^^- sin «9? 

5 5 

co»9> — 1024"*^^ ^^^»^ + i024^- 

y» 1 5 
sin"flpcos «opJo) .= — rs »'o ™+ig) cos «m H r-^ 
^, ^^ m + o ^ ^m + 6 

/sin "g) cos *g)Jg>. 
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§. 54. 



/sin ™g> cos ^cpdw = — z — sin ™+im cos »"^oo + — : — 



/sin "y cos "~2yff^. 



/■ 



sin "9 cos ^g)dq> = -7-— sin "^^y cos "+I9 + 



m+n ^ ^ m+n 

/sin "—^^ cos "gjj^. 

Die zwei vorstehenden Formeln gelten, es mögen m 
und n ganze oder gelNrochene, positive oder negative Zah- 



len sdn. 



A 



§. 55. 

sin "9 ' 



ß 



/-4^ = l«gnttg|. 

y* 6q> ___ cos (p 
sin ^q> ' sin q) ' 

Scp cos «p , 1 , 4. X 9 

y» (5g) cos <p 2 cos <p 

sin ^q> 3 sin ^tp S siu 9 ' 

J sin •gj 4 sin ^9 8 sin *9 o 2 

/* $q> ' cos (p ^ 4 cos g? 8 cosy 

sin ®g) & sin *g> 15 sin ^gj 15 sin g) 

y^ S(p 1 cosg? , m — 2 / * Jy 

8'in^~""m— 1 sin «-ig) "*" m — 1 Jsin "»-2g> ' 

9* 
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/ 



§ 56. 

6g> 



cos "q? 



f 8g> sin <p . 

y cos ^q) cos q) ' 



8(p sin g) 2 sin (p 

cos *9 ^ 3 cos ^g> 3 cos q> 



y* 5g> sin 9 4 sin g) * 8 sin gj 

cos «9 "" 5 cos ögj 15 cos 89 15 cos 9 * 
y* 8q> 1 sin g) n— 2 P Stp 

cos "y n — 1 cos "^"^g) b — ly cos '^— ^ 9 * 






§. 57. 



' sin "9 cos 9 
-. lognt tg g>. 



f ^y 

J sm q) cos 9 

/. /"P =- JL + lognttg("45o +1). 
y Sin ^9 cos 9 sin qp 00^ ^^ 

/ . . ^ ■ — =— o . o + lognt tg9 
sm 5g) cos 9 2 sin ^g) 007- 

r /" =-^-V— ^+lognttg(45o+|). 
ysin*9,cosg) osin^g) sing> V ä>^ 

y^ :^ — ' -|- lognt tg q), 
8in^g)C0sg> 4 sin ^9 2sin^g> 

J2 ^_ 11 1 



ysin« 



g) cos 9 5 sin ^q> 3 sin ^q> sin g> 

+ lognt tg (450 + 1), 
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i 



sin ™g) cos 9 m — 1 sin^^ig) J fm^^^q) cos q>' 



§. 58. 

^q> 



Jsm^fpcos^q)' 

/V-^-=^- + lognttg|. 
J sm q> cos *9 cos 9 Jt 

y * dtp 1 p coscp 

sin ^g) cos ^g) sin 9 cos 9 sin 9 * 

/• '8q> 1 3 cos y , 3 . 9 

sin 3g> cos ^g) sin ^(p cos 9 2 sin ^q> 2 2* 

y» 5(p 1 4 cos g) 8 cosg> 

sin *q> cos ^9 sin ^9 cos 9 3 sin ^9 3 sin 9 * 

y* Sq> 1 5 cos 9 15 cos 9 

sin .*9 cos ^9 sin ^9 cos 9 4 sin ^9 8 sin ^9 

15 , 9 

+ g- lognt tg I • 

/• ^9 ^^ 1 6 cos 9 8 cos 9 

sin ^9 cos ^9 sin ^9 cos 9 5 sin ^9' 5 sin ^9 

16 cos 9 



5 sin 



9> 



y sin ™9 cos *9 sin ™— 19 cos 9 ^ sin ™9 * 

y * ^9 1 1 m 

sin ^9 cos *9 m — 1 sin """19 cos 9 m — 

^9 



Jsi 



-^9 cos ^9 



§. 59. 



/; 



r ^y 

J sm^cp cos *9 ' 
+ lognt tg 9. 



sin 9 cos '9 2 cos ^9 
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y " • ^<P — '^ L. 4, ? lognttgr45«> 

+0- 

/! ^ = s ,^ , .^4- + 2lognttg<p. 

y sin »9 cos »9 2 sin ^(p cos «qp sin «9 ' o -o y- 

y» S(p 1 5 5 
sin ^9> cos '9 2 sin ^q> cos *g) 6 sin 89 2 sin 9 

+ |lognttg(45o+|), 

y ^y _ 1 3 3 
sin ^97 cos ^9 2 {9in ^9 cos 2g> 4 sin ^9 2 sin ^q) 

+ 3lognttgqu 

y * Sq> ^ 1 7 7_ 

sin <^9 cos '9 2 shi ^9 cos ^9 10 sin ^9 6sin ^9 

/ ^9 _ 1 1 , m + 1 

sin "9 CO» '9 2 * sin "—19 cos ^q) 2 

J sin "9 C03 9 ' 

y Sfp _ 1 1 m + 1 

sin ™9 cos '9 m — 1 ffla™~i9C0s*9 m — 1 

ysin"-*9 cos •9' 
§. 60. 

ysin™9 cos *9 ' 

y * ^9 1 I ^ 11 tt ?■ 
sin 9 cos ^9 3 cos '9 cos 9 °2' 

y* ^9 1 4 8 cos 9 

sin *9 cos *9 ' 3sin9 cos ^9 3 sin 9 cos 9 3 sin 9 ' 
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/8q) 1 . 5 5 cos y 

in »9 cos V~ 3 «n «9 cos «9 "*" 3 sin^g? cos 9 2 00*9 

+ |lognttg|. 

y gg? 1 ■ 2 8 COSy 

sin *9 cos ^q> 3 sin *9 cos ^y "*" sin »9 cos y 3 sin »9 

16 cos 9 
3 sin 9 

yJ9 1 7 35 cos 9 
sin '9 cos ^9 3sin*9C0659 3sin*9C0S9 12nn^9 
35 cos 9 , 35 , ^ . ^ 9 

p J9 1 16 cos 9 64 cos 9 

/sin ^9 cos ^9 3 sin *9 cos '9 5 sin ^9 15sin^9 

128 cos 9 
15 sin 9 

y g9 _1 1 I "+^ / ' ^^ 

8in™9C0S*9 5* sin ™~i 9 cos 39"*" .3 J sm^q>coa^q)' 

yL_??_^=_— 1— 1 . in + 2 

sin ™9 cos *9 m — 1 * sin ^-19 cos ^y. m — 1 

i J. sin ""-2g, cos *9 ' 



S- 61. 



r «5L 

J sin "y CO 



' sin "9 cos *9) 



89 - 1 » V 



4- lognt tg 9. 



J m (p cos *9 4 cos *9 "^ 2 cos ^9 

r ^9 ^ 1 4- ^ ?^ 

y sin *9 cos *9 4 sin 9 cos ^9 8 sin 9 cos ^9 8 sin 9 

+ ^ lognt tg (450 + 1). 

y sin *9 fBOS «9 4 sin ^9 <:qs *9 4sip «9 cos «9 sin «9 

+ 3 lognt tg 9. 
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/L_i? . 1- . 7 35 

y8in*9)cos»9> 48in»9>cos»g)''"8sm»9)co8a9 24siiä»^ 

Jsm^ipcos^q) ^ 4 sin 4g, cos ^9 "^ sm *g) cos «^ 2sin*^ 

y ' ^V — 1 .9 27 
sinOycosey 4sin«9) co8«g) "^ 8siii4g)cos2g> ~ 16sin*g> 

27 , 27, 

y ^y _1 1 m+S /* gy 

8in'"9>cos»g) 4*sm'"-i9,cos4g)"*' 4 J an »9 cos s,)' 

r . ^y 1_ 1 , m-j-3 

ysin^ycosSg) m — 1 ' sin ™-»y cos •»y """ m — 1 

y sin "»-a^j cos »g» ' 
§. 62. 

J sin "g) cos «9) ' 

y Sip _ l 1 ' 

siny cos'y-öT^T*^ + 2^37^ "^ '°ß"**8»'- 
/ • ^y ^ 1 3 __g_ 

Jsia^gicoa^q) 5 sin qo cos «9 5 sin 9 cos '^ 5 sin 9 

+ 5lognttg(45o+|). ' 

f S'P ^ ^ l ^ 14 

y sin «9 cos «9 5sJnag»cos69) "*"lOsinag)co829 5sin«9> 

, 14, 
+ -g- lognt tg 9. 

r ^y _ 1 4 4_ 

ysin *g» cos «9 5sin «9 cos »9 "'" ösin'ycos'y 38in>9> 
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y ' Sy ^ 1 . 9 27 

sin^ycos'g) bsia*ipco8^q> 10sm*ipcos^q> 20au*qt 

27 ,27, ^^ 

r ^y ^ . 1 , 1 7_ 

y sin 6g> COS 6g> Ösinö^cos^g? sin^g^cos^g? 5sin^a> 

— ^-J^--4-- + 71ognttgr45o+|\ 
o sm 39 sin 9 o o y^ 1 2y 

y Scp 1 1 m+4 r 8(p 

sin"g>cos«9 5'sin™~ig)COS*9 5 J 8m^(pco8^(p' 

f Sq> ^ 1_ 1 m + 4 

j8m^g)C08^q> m-7-l * sin™-ig) cos «9 m-— 1 

J sin ^"^q) cos ^ 



cos<>9 



/ 



/ 



§. 63. 

sin ^(pS(p 
cos "qp 



sin g) Jg) , . 

-^—^ = lognt sec q>, 

cos g> 




sin ™-2qpffg> 
cos g> 



/sin™g)*q? 1 . «_, , /• 
^L-J^=z |-sm™ ig)+ /- 
cos q> m — 1 ^ 



/sin ™g>dg) __ 1 sin ™-^y m— -1 rsin ™-2g)^(p 

cos 2g) "^ m — 2 cosg) m — 2j cos ^g) 

/sin™g)5g> sin™+^g) /*• m • 
^--I- = ^ — m Ism "g) Jm. 
cos ^g> cos g) y 

/8m^g>d(p 1 sin™~ig) m — 1 / *sin "—gyjg) 

cos 'y m — 3 cos *g) m — 3j cos 'g? 
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/'sio ^(fSip 1 ato '°+i<p m — 1 Psm ^g>Sq> 

J cos 3 9 2 cos *g) ' 2 J cos 9 

/sin™^5(p 1 siD^-iqp m — 1 /"sin ™-2g)Jg> 

cos *g> m — 4 cos '9 qa — ij cos ^9 

/ sin "y^y _^ 1 sin '°+i(p m— 2 Z ^sin ^(pd(p 
cos *<p ä • cos *g>^ S ^ cos ^cp 

/ sin "y^y 1 sin™-iy m — 1 rsin^-gyffy 

cos *9 m — 5 cos *y m—bj cos *y 

/sin ™y6y 1 sin ™+ly m — 3 /^sin ™y^y 
cos •y 4 cos -^y 4 ^ cos 'y 

/ sin '"y^y 1 sin ™-iy m — 1 /•sin™~ay5y 

cos •y m — 6 cos öy m — 6y cos ^y 

/sin ™y5y 1 sin "'+iy m— 4 /'sin ™y^y 
cos öy 5 cos *y 5 J cos *y 

/ sin "»y^y 1 sin ™-iy m--l rsin ^-^<p^(p 

cos"y m — n cos "»-*y • m4-n / . cos»y 

/sinmy^y 1 sin™+*y m — n+2 / * sin "y^y 
cos"y n — 1 cos"~iy n — 1 J cos"~*y 



/■ 



§. 64. 

COS ^q>6q) 
sin ""y 

COS ^^^q>6q) 



Sin y 



/COS »y^y l „ , , r 

— T-^-^ = T cos »-ly + 1- 
sm y n— 1 J 

/cosny^y^_cos°+iy_n r 

J sin^cp siny Ij 

/cos "ytfy 1 cos "— *y n — 1 f 
sin ^y n — 2 , sin y "*" n—%j 



sin -^y 

/cos "y^y lcos"*+iy „ — 1/* cos "y^y 
sin 8y 2 sin ^y 2 ^ sin y * 

/sin "y^y 1 cos "- *y n — 1 /'cos """2^,, 
sin 3y n — 3 sin ^y n — 3^ sin Sy 
/cos ^q>^q> 1 cos "*+iy n — 2 /•cos ''y^y 
sin *y 3 sin ^y 3 ^ sin *y * 

/cos "y5y 1 cos"""'y n — 1 rcos"~*y 
sin ^ ^ n — 4 sin ^y "•" n— 4^ sin *y 
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/ C08*g>Sq> 1 co8°+iy . n-^3 f cos ^(pdq> 
8iii*9) "~^ ^' sin *9 4 J sin 39 * 

/ cos ^y Jy 1 cos'^ig» n — 1 Pcos^"^ (pStp 
sin ^g) n — 5 sin *9 x n — bj sin *g> 
/cos'^cpSq) 1 cos"+*g) n — 4 /•cos "«jpÄy 
sin *9 5* sin*g> 5 J sin ^9 

/cos ^g)8q> 1 cos "~"*9> ^^ n — 1 /»cos "— 2g>J(p 

sin ^^9 n — 6 sin *9 n — 6 / sin ^^9 
/ cos ^q)8q> 1 cos"+^g> n+2 — m /*co8^g)8(p 

sin™9 m — 1 sin^^-^g) m — 1 J sin^-a^j' 

/ tos ^q)S<p 1 cos"~*gj n — 1 Pcos ^—^(p8(p 
sinmy n — m sin"*^*^) ""n — mj sin "9 

§. 65. 

, /sin™9 cos (pdq>. 

yp 1 

sin g> cos g)dq) = — j cos 2g). 

jfsin 2g) cos g)Jg) = — -r \a^^ ^9 — sin (pL 
/sin *g7 cos <p8q> =0)4 ^®* ^9^ — ^^^ 2g)|. 
jfsin *g) cos g)8(p = =^ |^ sin 5g> — sin Sg? + 2 sin g)|. 
/sin*g)COSg)Jg)= — 55 Iß ^^^^9 — cos 4g) + 5- cos 2g) |. * 
/sin«g)C0Sg)3g)=— ^jy sin 7g) — sin 5g) + 3 sin 3g> 

— 5sing)C. 

/sin ''g) COS q)S(p = TögW c^^^^ — cos 6g) + g cos4gi 

— 7cos2g)[. 
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/sin «9) cos tpSq) = äfs |a ^™ ^9" — sin Ty + 4 sin 5qj 

28 . 1 , ,. . 1 
— rs-sinoa> + 14sina)j. 

§. 66. 

Isin ™g7 cos ^g>Sq>. 

^/sin ^9 cos ^gjÄ^) = — ^ g- u ^*° ^V — 9^1 • 

/sin s^) cos ^q)Sg) = fß ]k- <^os 5gp — ^ cos Sg» — 2cos g? J . 

/sin *9) cos ^q>Sg> = oo Ja S"* 6 g> — ^ sin 4y — ^ sin 2^) 

+ 29,1. 

Isih •g? cos ^g)8q) == — ßj W c^s^qp — ;^ cosSg) + 5 cosSg) 

+ 5 cos g)\ . 

yl (1 2 

sin ^tp cos 2g,Jg, :=: — -_ 7- sin 89 — q sin 69 + sin 49 

4~ 2sin29) — ^<Pi* 

/sin ^9 cos ^q)dg> = s^ |ä cos 9^ — j cos Ty + y cos 5(p 

— 14 cos y >• 

/sin «9 CO» ^yjy = ^YojfTi^lOqP — 'X^^9>'\' ß-s'iQÖqp 
— 2 sin 4^) — 7 sin 2g> + 14 <p\. 
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§. 67. 
Isin ™y cos ^q>dg>. • 
/sin ^<p cos ^(p8q) = — Tg I5 '^"^ ^9> + 3 *"* ^^^ — 2siny|- 

r 1(1 3 o) 

/sin 3g) cos ^^»Jg? "^ 32 iB ^^ ^^ — 2 ^^^ M* 

yl ll . .^ 1 . fi • a 

sin *9) cos ^q>8(p = ä^U »'» Ty — g sin 5g> — sin 3^) 

/sin 09 cos ?g>Jg> = — Jggls ^^* ®^ "" 3 ^^^ ®^ "" 2 ^^**^ 

+ 3sin297L 

/sin »9 cos ^9>*9> = — 256)9 «"* ^9^ "" 7 ^"* 7^ H-^sinSy 

— Gsing?!« 

/sin ^9) cos »yögo = 512)10^^ '^^ ~ 2 ^^^ ®^ "*" 2 ^*^^ 

4- 2 cos 4g) — 7 cos 2g?|. 

/sin «9 cos ^<p8q) = j^ jjj an ll<p — ^ sin Og) + sin 7^ 

22 . .1 

+ sin 5g? «- öin 3g) + 14 sin q)\. 

§. -68. 

/sin ™g) cos ^g>8q). 

/sin ^g> cos*g)*g) = — Hä<ß sin 69 + 5 sin 4qp — ^ sin 2g> 

-2g,!. 
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/sin »9 cos ^<pdq> = gjL cos 7^ + g tos 5q> — cos 3^) 

— 3 cos yj. 
/sin *9 cos ^9*97 Ä= ^ L sin 8^ — sin 49> + 39>|. 

/sin «9) cos 49)a9) = ^ _ j sinOjp — ^^ cosT^ — | cosS^) 

4 ) 

+ 5 cos 3g) + 6 cos y(. 

ysin «g) cos Vg, = _ _j_ ginlOep — IsinSy— ^ si]i6g> 
+ 2sin4g> + sin2g> — 6g)|. 

ysinr,,cos VfP=^ jg24 j n ^' *^9> - g- cos 9g) 

— TjpC03 7y+ g-cos5g> — 2cos3g>— 14cosg)|. 

y* 1(1 2 

sin»g)cos*9Jg) = g^ J l2 *"* ^^^^ ~ 5 ®"* ^^9^ 

l 17 

+ j sin 8g> + 2 sin 6^ — x sin 4g) — 4 sin 2g) 

+ 14g)j. 

§. 89. 

/sin ^(p cos •g)äg). 

/* 1 (1 3 1 

Isin «g) cos *g)Jg) = — g-L sin 7g) + g sin 5g) + 5 sin 3g) 

— 5 sin g)J. 
/sin 3g) cos fiydg) = jjg |g cos 8g) + jcos 6g) — ^ cos 4g) 

^3cos2g)J. 
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/sin *g> cos ^ipS<p ==s sgg Ig sin % + ^ sin 7g> — g riflt 5^ 

<— ^ sin Sg» + 6 süi 9'/* 

/sin ^q> cos *^Ä9 = — gr^ < tq cos IO9 — g cos 69 

+ 5 cos %p\. 

/sin »ycos t^ffdcp = — r 1^1 I yi sinllg) — g sin 9g) 
— s sin 7q> + sin Sqp -|-'^ sin 3q> — 10 sin g? \ • 

/sin ^y cos ^q>d(p = Sftiö | To ^®* ^^9^ — ^ ^^* ^^^9^, 

15 5 1 

— g cosSg) + o cos6g) + j cos 4g) — 10 cos 2g) J • 

/sin ®g) eos ^q>d(p = Tgög | Ta ^^ l^g? — TT *"* •^•'•^ 

— ^ ^ sin 9g) + 2 sin 7g> — sin 5g) ^ sin 3g) 

+ 20 sing) 

§. . 70. 

/sin^g) cos «g?Sg), 

/sin *g) cos «^Jg) =? — j^s | g sin 8g) + ^ sin 65? 
-f- sin 4g) — 2 sin 2g) — 5g)\. 

/sin^^coa^ßgjtfg) == ggg I g- cos 9g) + y CQ/a 7g>: 

— hCOS.3^. — 6cosg)>.. 
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/sia *<p cos «(p6(p = 512 j iö *'" ^^9' +58"» 8«p 

— 5 sin 69) — 2 sio 4g) + sin 2g) + 69 1 . 
/sin »9 cos 6q,Sq, = — jg^ j jj- cos Ug> + g cos: 9tp 
— = cos 7g) — cos 5g) + -ö- «os 3g) + 10 cos g>\. 

r 1(1 3 

'sin «g) cosüg,S<p = — ^g^ j ^ sin 12g) — ^ sin 89 



/ 



15 ) 

+ -^ sin 4gp — lO^J. 



/sin ^g) cos «g)Äg) = ^^ | j^ cos 13g) — jj cos II9 

2 6 ^ 

" — ST cos 9g) + y cofe 7g) + 3 cos 5g) — 5 cos 3g) 

— 20cosg)\. 
/sin 8g) cos «g)ag) = gj^ 1 TI '^^ ^^^, "^ 6 ^"* ^^^ 

— 2 sin 10g) + ^^^^ ^9> + g®"* ^^^ "*" T ®"* ^'^ 

5 ) 

— gsin2g) + 20g»|. 

§. 71. 

/sin "g) cos ^g)iq>. 

y* 1(1 5 

sin *g) cos ^g)5g) = — 5^ | g sin 9g) + y sin 7g) 

8 ) 

+ ^ sin 5g) — 14sing)L 

/sin *g) cos '^q)8q> = ^j^ | ^ cos 10g) + ^ cos 89 

+ 3 cos 6g) — 2 cos 4g) — 7 cos 2g)(. 
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/sin ^q> cos ^(p8(p = ytjst | TT ^ ^^^ + ^ sin 9^ 

— = sin 7g? — ^ -^ sin 5f) — 2 sin Bg> + 14 sin g)\. 

/sin ^q> cos ^^äg) = — ^^jg | jo ^^^ ^^^ + 5 ^^^ ^^9^ 

1 5 5 . - ) 

— ^cosSg? — -Q cos 6g? +t^^^^9' ^"^^^*29'/• 
/sin «g? cos ^g)Äg) == — Wgk | Tä ®"^ ^^^ "^ TT *'° ^^^^ 

2 6 

— ^ sin 9g) — ;^ sin 7g> + 3 sin 5g? + 5 sin 3g? 



— 20sing?|. 
/sin ^g? cos '^gjäg? = STKa \ TT cos 14g? — r^ cofi lOg? 
+ ^ cos Og? — -^ cos 2g?\. 

/sin «g? cos rq^Sqf = jggg^ | 15 ^ ^^9^ ~ 13 *'** ^^9> 

7 . 7 21 . 

— TT ^"^ ^^^ + Q sin 9g? + 3 sin 7g? ^ sin 5^ 

o- sin 3g) + 35 iSiin m. 

§. 72. 
j sin^q> COS ^g>Sq>* 

/sin *g? cos *g?Jg? = — gj^- | r^ sin 10g? + ^ sin 8g? 

' 13 . ) 

+ -^ sin 6g) +'2 sin 4g? — 7 sin 2g? — 14g)S. 

y» 1(1 ^5 

sin •g? cos Sg)Äg? = TTjöT | TT ^^' ^^'^ "^ ^^'^ ®^ 

22 ) 

+ cos 7(p — cos 5g? — -^ cos 3g) — 14 cos g?|. 
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sin *y cos ^(pSq) == g™ | jg sin 12g) + ^ sin IO9 

1 17 ) 

-{-jsinSg) — 2sin6g) — -^sin49?T|- 4sin2g) + 149?\. 

y% 1(1 '3 

sin *g) cos ^(pS(p = — jg^g \ iq ^^^ •'•^9' + TT ^^^ ^^^ 

2 25 

— TT COS 9(p — 2 cos 7q> — cos 5gp + -^ cos 89 
«7 «j 

+ 20' cos (pL 

/«in ^q> cos ^cpS^p = — ftToo 1 14 ^^^ ^^^ ^" ß *^° ^^^ 

— -^sin IO9 — ^sin 8q> + ^sin 6^9.+ -^ sin 4^ 

— ^sin2g) — 20g)|. 

/sin ^ip cos »^äqp == Jßgg^ I -jg cos 15gp + ^^ cos 13^ 

7 7 21 

— YY cos II9 — ^ cos 99? + 3 cos lg) + ^ cos 69) 

35 a ) 

— -^ COS 3g) — 35 cos g?[. 

yl ( 1 2 

sin 8g) cos 8g)dg) = 52768 ) l6 ®^° ^^^ ~ 3 ®*" ^^^ 

+ 2 sin 8g) — 14 sin 4g) + 35g)(. 

Integrale irrationaler algebraischer Functionen. 

§. 73. 
x"5i 
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etc. 



x'pax 



(a+bx)" m aCa+bx)"-^ m(m — 1) 
'^^r~~V 2in— 1 "^ 1.2 



/l/(a+bx) 

aafa+bxV-^" m(ii.-l)(m-2) a3(a+bx)°-» ^^ 

• ■ 2m — 3 1.2.3 ■ 2iii — 5 
, . ^ j 2/(a+bx) 

§. 74. 

/ dx 

r ix i , . t t/(a + bx)— l/a ) 

y xT^+bT) - fi ^"^"* i,/(a + bx) + l/ai 



2 , ..( t/(a + bx)-ya 

2' ( yx 



Jxj/(-a+bx) j7i I y \ hx J\ 



1 ( 2a — bx) 

- = -7- arc <cos = — r— 
|/a ' bx 

= _arcjcos = 



2 J 



:-7-i 



Ta 



a 



'=i/a)i 
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1 ( . 2(bx — a) 

:^arc su.v = — ^j;^ 



y* ex /(a+br) b / * Sx 

xY(a+bx)~ , ax 2a Jx^^(a+bx)' 

/• gx ( 1 . 3b 1 / , 3b« 

yxY(a + bx)— j~2ax'i "•" ^h]^^''^*'^^ + Si^ 

y gx 
x|/(a+bx)- 
f ix ( 1 ._5b__5ba_l/ 

y x4^/ (a + bx) ~" j ~ 5i^ ■•■ 12aax« Sa^xj'' ^*"'"*^^ 

5b» f Sx 
~l6ä3 yxj/(a + bx) 



etc. 



/- /^ _j ^ . ^ (20.. 

Jx^y (si+bx) \ (m— l)ax'»-i ^ (m— l)a ' (2m— • 

. — 3)b 1__ (2m— 3)b (2m— 5)b 

•4)ax'n-i» (m — l)a ' (2m— 4)a " (2m— 6)ax'»-» 

1 (2m— 3)b (2m— 5)b (2m— 7)b 
"^ (m— l)a ■ (2m — 4ja ' (2m— 6)a * (2m— 8)ax'»-4 

^*'-±xJ±2yx^(a+bx)- 

§.75.' 
x^Jx 



/ • x^dx 
(a+bx)^ 



i» Ol ^ 



x^ax 



(a+bxy 



^ = ji (a+bx)« -2a(a+bx) - a^^ ^-^^^^^^ 
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/l^!^s=k(a+bx)s— a(a+bx)a+3»>(a+bx)+a»( 



2 

bY(a+bx) 
etc. 
x^fa _ ( (a+bx)" m a(a + bx)"^^ m(m— 1) 
I~12in— 1 1' ^m— 3 ^ 1.2 



(a+bx) 



aa(a+bx)'»-g m(in— l)(in— 2) a«(a+bx)° 
(2m— 5) 1.2.3 (2m — 5) *"• 

+ a»' ^ 



— j b'»+y(a+bx)' 
§. 76. 



r x°fa 

•^ (a+bx)^ 
p Sx _ 2 

J(&'+hx)^ 3b(a + bx)^ 

/l-^=j-(a + bx)+jaj _^_..* ' 

J(a+bx)^ l J b3(a + bx)' 

/-^^= i(a + bx)'» + 2a(a + bx)-laa| ^. 

•'(a+bx)' « Jb8.(a+bx)a 

y» x»3x 
(a+bxy 



^'^^ - = U (a + bx)8 — 3a(a + bx)« — 3aa(a + bx) 

)b4(a+bx)3 
etc. 

x^ax ((a + bx)" m aCa + bx)*»-! m(m — 1) 



/» x^Jx 
./(a+bxy 



_| (a + bx)'° m aCa + bx)*»-! m(m — ] 
|~j 2m-3 1" (2m— 5) "*■ 1.2 



a8(a+bx)'»-a m(m — l)(m— 2) a»(a+bx)° 
(2m — 7) ~ 1.2.3 (2m — 9) ^ 

) b"+i(a+bx)* ' 
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h 



%., 77. 
x"Jx 



fv 



x"Jx 



j^(a+bx)» 
(a+bx)"» m a Ca+bx)"-! , m(m — 1) 

T 



+ 



etc. 



'(a+bx)» ~ ) 2m--n+2 ^ 1 ' 2m — n ^1.2 

aa (a+bx)°>-a m(m— l)(m— 2) a3(a+^0^ 

2m— n--2 1.2.3 2m— n— 4 

+ Na-) ^— ^. 

) b°»+i(a+bx) 2 
/• x»dx f (a+bx)"* m a(a+bx)°>-^ m(m— 1) 

7(a+bx)-~(P'""°+P ^' P"^-° ^-2 

a^Ca+bx)»"-^ _ m(m — l)(m — 2) a3(a + bx)'°-3 
pm — n — p 1 . - 2 . 3 pm — n — 2p 

n.(m-l)(m-2) a4(a+bx)-^ ^.^ ^^^J 



+ 



1.2.3 ' pm — n — 3p 



b'»+i(a+bx)T 



/: 



§. 78. 

«X 



x-nj/Ca+bx)» 
1 



r Jx ( i 1 (2m-l)b 

y x-(a+bx)^ ~~ i (°>-l)«""-' ('n-l> ■ (2m-4)ax— a 
_ ^^ (2ni-.l)b (2in— 3)b N) 1 

(m— a)a "(2m— 4)a (2m— 6)ax">-3 — xj|/(a+bx) 
, 3bN f 8x 

— ~2~/ ^* 

'*''x(a+bx)' 

Jx'»(a+bx)^ I 



1 1 (2m+l)b 

~ (m-l)ax'»-i \ (m-l)a ' (2m-4)ax"'-a 

(2m+l)b (2m — l)b 1 



(m— 1)b ■ (2m— 4)a ' (2m— 6)ax'"-3 ^ (m— l)a 
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(2m+l)b (2m— l)b ' (2ro — 3)b N| 

■(2iii— 4)a ■ (2m— 6)a ' (2m— 8)ax»-* *^ J^l 
1 5bN / * Sx 

(a+bx)^~ ^yx(a+bx)^ 

r Sx ^t 1 1 (2m+ . 

J x"'j/(a+bx)" I (m — l)ax"»-i "^ (m — l)a ' (2m— ' 

n— 4)b 1 (2m+n— 4)b ■ (2m+n— 6)b 

'4)ax'»-a (m— l)a" (2m — 4)a ■(2m — öjax""-» 

, , N) 1 , nbN/« Sx 

etc. +- s:r.±-2-/ S- 

)(a+bx)^- *'x(a+bx)' 

x"i;^(a+bx)-~i -(»'-l)-'"-^^(— 1>'(— 2) '' 
. — 2p)b 1 (pm+n — ^2p)b pm+n — 3p 

•pax™-2 (m — l)a ' (m— 2)pa ' (m— 3)pax™-8 
, 1 (pm + n — 2p) b (pm + n — 3p)b 

. ■'" (m— l)a ' (m — 2)pa ' (m — 3)pa 

. (pm + n — 4p)b ' , N) 1 , nbN 
etc. + -{ — „ + 



x(a+bx)P 
§ 79. 
/l"»fa|/(a+bx), /i"»öxf'(a+bx)». 

yax]/(a+bx) = J(a+bx)^. 

s 
ßixl/ia+hx) = {i (a+bx) - ia{ ?^^^^ . 

/I*tfxj/(a + bx) = {+ (a + bx)a — I a(a + bx) + J a* j 

2(a+bx )« 

~bi • 

etc 
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' /;-ATl/^.4.1„^-i(!l±^ ° a(a+bx)— 1 «(m— 1) 

a«(a+b»)— « m(iii— l)(in— 2) a'Ca+bx)—» 
(2m- 1) 1.2.3 (2m— 3) ***^ 



+ Na»j 



2(a+bx)^ 
b"+i * 



a«(a+bi)— « m(m— IXm— 2) a«(a+bx)— a ^^ 
pm-|-ii — p 1.2.3 pm+n — 2p 

»±t 
Na- pC»+'") " 

§. 80. 

/ai/(a+bx) r3t^(a+bx)« 
x» ' y X« 

/ gn/(a+bx) /(a+bx) b r gx 

rail/(a+bx) _ (a + bx )^ b|/(a + bx) b^ 
y x» ~ 2ax2 "^ 4ax 8a 

yxj/(a+bx)' 



etc. 



/ -gxl/(a+bx) _( 1 1 (2m 

y X™ ( (m— l)ax°»-i "^ (m— l)a ' (2iii— 

1 (2m-5)b (2m— 7)b 
' (m— l)a • (2m— 4)a * (2m— 6)ax"»- 
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/ gx/(a+b»)° __j 1. 1 (2m—. 

x™ . I (m— l)!»»"»-! "^ (m— l)a " (2ni— * 

. n— 4)b 1__ (2m— n— 4)b (2m— n— 6)b 

•4)ax'»-a (m— l)a* (2m— 4)a ' (2m— 6)ax""-s 

, , N) . , . .ndö — nbN /•fe(a+bx)5 
etc. ± -j (a+bx) * + -g-y ^ ^ > 

rfa{/(a+bx)' _( 1 1 (pm— . 

J x» ~ I (m— l)ax'»-i "^ (m— .l)a * (m— '• 

.n^2p)b 1 (pm — n — 2p)b (pm — n — 3p)b 

•2)pai'»-a (m— l)a * (m — 2)pa * (m - 8)pax»-s 

1 (pm — n — 2p)b (pm — n — 3p)b 

■'■ (m— l)a ' (m — 2)pa * (m — 3)pa 

(pm — n — 4p)b ' , N) , , . .S±E _ nbN 

• ^7 ÄS — ;;Hr- etc. + - [ (a + bx) p + 

(m — 4)pai'»-* — X ) '' ■' ' p 

/dx|?'(a + bx)». 

§. 81. 

y " x'flx 
l/(a + cx»)' 

= i.arcjtg = x^(;j:^,)j - 

=:^arcjsec = |/(^)[ 

1 (. 2cxa) 

-gp^arcjsmv=-^j 

= ^arcjco. = l/(^)j 



12 
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5as 



= ^arc|cotg=-j/(i_^)| 
=:^arc|cosec = i/(^,)j. 

F(ä+^— c 

y' *'^' _- x/Ca+cxg) a f*Sx__ 

J/(a+cx2)~ 2c Scy }/(a+cx«) ' 

y' xä5x /-x« 2a ~\ /, , „, 

y' x4& /-x» 8ax\ /, -, „, . Sa« 

fx^Sx- /%* 4ax 2 , 8a« ^ /. , ., 

Jj/Ca+cx«) = löi - i5^ + I5^J K («'+«') • 
r »*fa /^x» 5ax3 5a2x~\ / 2\ 

y J/(a+cx«) - V6"c ~ 24^+ 16^J V(a+cx ;- 

|/(a+cx«)~V7c~35c»+ 35c8 ~ 35c4>'»^ ^"+*^ ^• 

y \ x8Jx _ /'x^ _ Tax» 35a«x« _ 35a»x '\ 
|/-(a+cx*)~V8c 48ca"'"l92c8 r28c*J 

/ ' ^'Sx __ x»-i|/(a+cx^) _ (it-l)a r i^^x 
j/(a+cx«) nc nc J^iü+cx^j' 

§. 82. 

y xy (a+cx«) • 

/•_&____ 1 ./" l/Ca + cx ) — t/a >w 1 

yxj/(a+cxa) - 2p1i '*'^* Vi/(a + ex«) + ^^a/ " fS 

logt (/('+";)-/'-). 



16c» 



Digitized 



by Google 



91 



/• *i 1 ( . i/Ccx«— a) 

I —n : — ST= —r- arc Xtxa = ^ — ■—) - 

yx)/(— a+cx«) |/a j xj/c 



: -7- arc <sec = x-| / - \ 
j/a I |/ a( 

1 (. 2(ci» — a) : 
■ arc ^»inT = -^ :; 



■2|/a 

1 ( 2a— ex« 

■ arc <cos 



~2pa I ex 

= ^arc|cotg=.|/(-A__)j 

= ^arc jcosec= -j/(-HL_)J. 

y * fa |/(a+exg) 
X«|/(a+cx2) ~ ax 

y * 3x _ f/Ca+cx") c r_Sx__ 

xY(a+cx2)'~~ 2axa 2ayx)/(a+cx2) " 

/i5F(S::^)=(-4^+^) »^(*+"' + S 

y ix 
x^(a+cx2)- 



/ • Jx ^^ 1_ 4c _ 8ca ^ 

yx«j/(a+cx«) V 5ax» "*" -15a«x» 15a8xJ 

|/(a+cx«). 

y 3x r 1^ _5c Sc» ^ 
xr|/(a+cx*) ~" V 6ax« "^ 24aax4 16a9x«y 
/, , „. 5c» f Sx 
>/(«+«'') -Iöi^y ,^(a+cx») - 



12' 
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r Sx f 1_ , _6c 8c« 

yx«}/(a+cx«) V 7ax' "•" 35a«x» Söa'x« 

+ 35^) »/(«+«')• 

/ • fa /(a + ex») _ (n — 2)c 

yx"l/(a+cx«) — - (n — l)ax»-» (n-2)a 

y gx 
X— aj/(a+cx«) • 

§. 83. 

y» X«iJl 
j/(bx+cxa)" 

r Jx " ' 1 ^ ( |/(bx+cx») + /ex» ) 

y>/(bx+cxa) ~" - jT^ ^^ jj/(bx+cxa) + j/cx«) 
1 fj/(b-l.cx)+j/cx) 

/l/(bx-cx») = fc "' h = ]/(?) j 

= ^arcjtg=-j/'(^Jj 



1 (. 2cx 
:p^arcjsu,y=-^ 

^arcjcos=-^(^)j 

1 ( b— 2cx) 

-r- arc Jcos = — r— 
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arc <cosec 



: -7— arc < 



Jy(hx+ct^)— c 2c JY^ 



2cy|/(bx+cxa)' 

x2Jx /-x 3b \ ./^ . ». . 3b« 

Sc* 
gx 
V(bx+cx4)' 

x»ax i^x» 5bx . 5b2\ /„ . ., 5b» 



/f 



/•. x»ax i^X« 5bx . 5b2\ /. . ,. 

Mbx+cx«) = Vre - i2^ + g^J^^^-'^'') 



/* 



16c» 
Sx 
|/(bx+cxa) • 



y * x*fa __ ^^ _ 7^ . 85b«x 35b» \ / 
j/(bx+cx«)~V4c 24ca ■*■ 96c» 64c4y'^^°'' 
. ^, . 35b* / - dx 
+ ex ; f i28c*y^(bx+cxa)* 

y ' x»fa _/"x* _ ?b£» , 21b»xg _ 21b»x 
j/(bx+cxa)'~V5c 40ca "*" 80c» 64c* 

. 63b4\ /,. , „. 63b» /» ix 

y ' x«fa _ /"x» _ llbx* 33bgx» _ 77b»x« 
^(bx+cxa)~"V6c 60c« "•" 160c» 320c4 

, 77b*x 231b» \ /.. , ». , 231b» 
+ 2567» - 5l2drJ ^<''^ + «"> + 



fn 



1024c». 
8x 



(bx+cx«) 
13bx» . 143b«x4 429b8x» 



f xrSx _ /"xf _ 13bx» 143b«x* _ 429b»x« 

y>^(bx+cx2)~V7^ 84c« "*" 840ca 2240c* 

, 1001b*x« 1001b»x , 3003b»\ /„ , ,. 



3003by f ix 
14336c' y|/(bx+cx«)* 
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by Google 
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y^(bx+cx») ~~ V8c 112ca "^ 448^ 896c* 

1287b*xa 3003b»xa 15015b«» 45045by x 
■*■ 7168c» 14S36C« ■•■ 57344c7 1 14688c« J 
,/„ , », , 45045b« f dx 
V0^+'^'^ + 2293767« Mhx+cx^) • 

y ' x'Jx _ x'-^\/(hx+ex^) (2n-l)b /* x'-^ax 
]/(bx+cx*)~ nc ~ 2flc /^/(bx+cx«)" 

§. 84. ■ 

/•_ «5 

yxy(bx+cxa)- 

f Sx _ _ 2 // T)+cx ^ 

yxj/(bx+cx«) "~ hy \ X J' 

f ix 2|/(bx+cx») 4c // 1)+cx >w 

/x«j/(bx+cx2)~ Sbx« 3ba|/V x 7" 

/x3^/(ta+CX«) =(- 7^ + §^) »^^^ + «'> 

, 16 c« //T)+«\ 

+ I5bi-|/(.-^> 

y Sx _^ r 2_ 12c _ _48c«_^ 

xYO>x+cx«)~~V 9bx* "^ 49b«x' 175b»x«y 

Äx /" 2 . 16c 32ca 



(- 



Jx^y {bx+cx^)~y. llbx» ■•■ 81b«x'» 147b«x» 
, 128c» \/„ , -, , 256c4 /ri>+«\ 
+ 525b^>> /(bx+cx») + gj5^ y(r^y 

C dx _{ 2 20c 160ca 

yx«J/^(bx+cx3)~V iSbx« ■*" 121b2x» 891b8x* 
320c» 256c* ^ / , jx _ 5J2c» 

+ 1617b4x» ~" 1155b«x*J K ^'»'' + « -> 693b« 

|/C-^> 

, Digitizedby VjOOQIC 






95 

2 . 24c 240c« 



169bax« 1573b»x» 
640c« 3840c4 . 1024c« 



. 640c» 3 840c* . 1024c» >w / 

■^38ölb4x* 21021bsx3 "^ 5005b^xay »^ ^ +" ^ 



2048 c« 



3003b7 

yx«j/(bx+cx*)^ V Tfh«« "*" 225b«x'' 845b»x« 

224c» 1792c4 . 3584c» 



/= 



1573b*x» 11583b»x* ^ 2102lb«x» 

14336c« ^ / 28672er 

75075brx«>' F ^M -i- ex ; — 53^55^ 

gx 2 |/(bx+cxg) 2(n— l)c 

xY(bx+ex«)~" (2n+l)b * x» " (2n— l)b 

ex 



h 



X»- Y(bx+cxa) ' 



§. 85. 



h 



)/(a+bx + cx«)' 



/,/(a+bx+cx^) - f<'°^* {2cx+b+ Vc(a+bx+cx«)|. 

y fa _ 1 J. _ 2cx — b , 

|/(a+bx— ex«) ~ j7i "'' p j/(ba+4ac)i 
X (, 2cx — b 

. = iTc «" fe=2j/c(a+bx-cx«> 



i-^arcj«H:=i|/(-^^t^^| 
1 ( . 2(2cx--b)2)) 
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1 ( , 2t/c(a+bx— ex*) 
==-arcjcotg^ 2cx-b 

.1 ( l/(b2+4ac)) 

= j^arcjcosec = 0___Jj. . 

/ * x3x , _ ^(a+bx-t-cxg) b r Sx 
yj/(a+bx+cxa) , c 2cyj/(a+bx+cx2)' 

r x^Äx /^x 3b^ / /"3b« 

yP^(H=bH:^=l2^-4^jK<»+'»^+«='''') + (.8^ 

^\ p Sx 

2cJJy(&+hx+cx^)' 
f__J^*Sx___ f^ 5bx , 5ba ?a \,, ^. 
J ^/(a+bx+cxa)— V3c 12^ "^" 8^ ~ 3^ J »^ ^*+'** 

^ ^^V16c8^4c2>'/^(a+bx+cxa)- 

I/(a+bx+cxa)~V4c' 



7bx2 . 35b2x 35b3 55ab 



24ca ^ 96c3 64c4 ^ 48c» 



3ax~\ / /-35b* 15aba , 3a»^ 



/f 



£x 



'l/(a+bx+cx2)- 

yx»*x —f^ _ £!^ 4. Slb^x« 21b»x 

^(a-fbx+cx«) ~ Vöc 40ca "^ "SÖc"» eic«" 

63b4 147abg leiabx 4axa Sa« ^ 

"*■ 128c» 96c4 + 240c» ~ 15^ "^ 15^7 

»/(a + bx+cx'») + (^_ ^_- + __ _ __J 

«X 



/f 



Y(a+bx+cxa)* 
j/(a+bx+cx2) V6c eOc« ''" 



leOc» 320c* 

L41abgx 117abxg 
480c* "*" 240c» 
5ax3 . Sa^x 231a2bVA , «. . r231b« 



77b*x 231bg 1071ab8 441abgx , 117abxg 
"'"256c« 512c«'*" 576c* 480c* "*" 240c» 



5ax3 5a2x 231a2b\ / . ' . «, . i^S 
24^ + 16^ - Teö^jK (^+^+^^*)+ll^K« 
945ab* lOSa^ba 5a» X / ^ gx 

768c« "*" 64c* 16c»//|/(a+bx+cx«) ' 
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x'Sx »»-VCa + bx+cx«) _ (n— |)b 

(a + bx + ex«) nc - uc 

j/(a+bx+ci«) nc yj/(a + bx+cx«)' 



§. 86. 

yx»j/(a+bx+cx»)' 

ydx . 1 , ^ |2a+bx+2l/a(a+bx+cxai 
x^(a+bx+cx«y = ± iTl'"^* i i ^i 

r Sx 1 f. bx-2a ) ^ 

yxj/(-a+bx+cx*) = j7i''"' f°"~ xj^(b«+4acj 

— J^ ( bx — 2a ^ 

~ J/ a "*^ P~ 2j/a(--a+bx+cx«)| 

1 I x|/(ba+4ac) ) 

= ^arc jscc _ ^p,-^— j^^-^-^j 

1 (. 2(bx— 2a)a) 

1 ( . 2l/a(-a+bx+cx«)) 
^P^^'^P^ x|/(b«+4ac) } 

1 < ^ 2|/a(— a+bx+cx«) ) 
= ^,rcjcot6.= y \^_^ ^j 

1 ( xl/(b?+4ac)) 

= p^arcjcoscc = -i:^^-^J. 

y * gx |/(a + bx + ex«) b . 

x*|/(a + bx + ex«) ~~ ax 2a 

r gx 

Jxj/^(a+bx + cx«)* ~ 
/x3)/(a+bx+cx«) = (- 2^ -^ ^ l/(a+bx+ex«) 
■•■ VSa« ILy xj/(a + bx + ex«) * 



13 
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y fa _ r_ 1 5b _ 5b« 

xV(a+bx + cx2) V Sax» "^ 12a2xa g^ 

yxj/(a + bx + at«)- 

y * fa r 1_ 7b- _ 35ba 

xY^a + *>« + «") ^ 4a»* 24a«x» 96a»x» 
, 35b» 55bc . 3c >w /. , . , ,, 

i^ 35b* ISb^c Sca'V / * gx 

■*'vI2Sä4 loa» ■**8tfaJ7xj/(a-fbx-t-cxa)' 

y ' ^x _ r 1_ 9b _ 21b« 

xV(a + •»* + «**) ~ ^ 5«* 40aax4 80a»x» 
21b» 63b* UTb^c 161bc 4c 

"*" 64a*xa 128a»x "*" 96a4x 240a8xa "*" ISa^x» 
Sc« ^ ./, , . , -X , r 63b» . 35b»c 
- iöüiiJ >^(* + ''^ + «'>+A.-256i;?+32^ 

; i5bc« ^ r fa 

16a» jyx>^(a4-bx+cx«)* 

/" fa = _ l/Ca+b' + cx») (n— j)b 

yx1/(a + bx + cxa) (n — l)ax»-i (n— l)a 

y dx (n— 2)c /» Jx 

x— Y(a+bx+cxa) (a- l)ay x— «J/Ca+bx+cx«)* 

§. 87. . 
A"«xj/(a+bx+cx»). 

/xfa/(a+bx+cx«) = (^^'+^-^ + l)/(a+bx 

, j. , /^ b» ab~\ / * ix 

■^ ^'^ ^ "^ Vl6c« 4oyj/(a+bx+cx«) * 
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13ab . ax^ /, . , , ,^ . t 5b« . 3ab« 



:+3^)/(.+bx+c.»)+(-j^+ 



y(a + bx + cxa)' 
bx» Tb^x« . 7b»x 



^cjjy 



y* / /'x* bx' 7b*x* 



192c3 



7b* 23ab« 29abx 



ax« _ 2sfl\ 



128c4 ^ 96c» 240c2 



/f 



5x 



Y(a+bx+cx«) 
,4tf,/(a + bx + cx») ^ (^^ +g^^ ___+__ 
_ 7b^x 21bft Tab» 7ab2x 17abxg ax» 

a^x . 113aab\ /. . ^.^ 21be 



■)/(a + bx + cx«) + (- 



16ca^ 480c«y »^^"^""^"^ ^^ V 1024c« 



35ab^ ISa^b^ ^' ^ /* ^^ 



'256c4 64c8 "•" I6c^ JJ |/ (a + bx + ex«) ' 



/■ 



x»+i 



i»Jxj/(a+bx+cx») =^-pj /(a+bx+cx«) - ^^^^ 
j/(a+bx+cxa) n + iyj/(a + bx + cxa)- 



/^yc 



§. 88. - 
(a+bx+cx«). 

^xj/Ca+bx+cx») + 7j/(a+bx+cx«) * 
/^ /(a+bx+cx«) = (- ^■- 5^) »/(a+bx+cx«) 



13* 
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j/(a+bx+««) + (j^ - ^Jy'-^-j^-—-^. 

/^ l/(a + bx + cx») = (_^ _ ^ + ^ 
5b» . 13bc c \ /, . ^ . „^ 



64a3x ^ 48a2x 
j. i^ 5b* 3bgc c»^ r Sx 

"*" V 128a8 + ji:6i;ä B&JJ x^ia-i^x+a^y . 



240aax» 

7b» 7b* _ 23bgc 29bc c - 

192a8x«"*"'128a*x OOa'x "*" 240a*x« 15ax» 
2c9 \ / /^ 7b< 5b»c 



-) ^^(a+bx + cx») + (^ - 



ISa^x/ F ^- T "* T -- y -r V25fe4 32a» 
Sbca'V r *x 



+ 



^JJx] 



16aayJ xj/(a+ bx+cx«) * 
/§j/(a+bx+cx«)-= - („_})^,_, j/(a+bx+cx«) 

+ '' V ^^ + _£_ 

^ 2(n— l)yx«-Y(a + bx + cx«) ^ n — 1 

y^x 
x"-V(a+bx+«*)' 

§. 89. 

/x»ixf/(bx + cxa). 

/xöx/(bx+cx») = (^i + j^^ _ ^) )/(bx+ ex«) 

, b»^ r_ji__ 

5b4_ f_6x_ 



+ CX«) 



I28c»yp(bx+cxa)' 
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y*,,.//.. . «N f^*, l>x» 7b«x«- 7b»x 



I28c4. 



y;45x/(bx+cx«)==(^g' + ^ 



3bgx» 7b»xa 
160ca + b20c» 
7b4x 21b» >^ / 2 21b» 
256c4 "*" 512c»y V ^«>» i- « ) — j^j^ 

y» gx • 
j/(bx+cx2)- 



y*x^xj/(bx + cxa) = ^j l/(bx + cx«) - 2^^- 
I/(bx+cx*) n+iy|/(bx+cxa)* 



§. 90. 

y'gj/cbx+cx«). 

r^ V(bx+cx«) = - i l/(bx+cx*) + 1 f ^1— 

y »3 '^ ^ '^ X '^ ^ ^ ay xj/ (bx+cx«) 

■+'7^(bx+cx«)- 

/^ V^O»» + «») = - 5^ i/o>x + «•) + g 

xj/(bx+cx*)' 

7,^»/(bx + cx») = (-^4, - 2^) /(bx + cx.) 

_2ca r Sx 

lbbjxy(bx+a.^)' 

y'^y(bx+cx») = (_j^ _^3 + ^^) 
j/(bx+cx») + j^yi^^g^-^^ . 
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x»-»|/(bx+cx2) ■*" n— ly x»-aj/ (bx+cx«) ' 

§. 91. 

/»»«x/Ca + cx«). 
y;fa/(a + ex«) = (^^ + i^J j/(a + cx«). 
y;»dx/(a + cx^) = (L» + g) ^(a + cx.) _ ^^ 

yv(a + cx*)* 

~16caJ^(a+cxa)* 

/;»dxl/(a + cx») = r?! + ^ _ l!!L" + JiL^ 
y " KV -r'=x ; V7 ^ 55^ 105ca + lOSc«^ 

l/(a + cx«). 

l/(a+cx*>- 
§92. 
' /^VCa + cx«). 
|gj/(a + cx.) = -l,/(a + cx«) + e/;7^. 
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f ^^ 

/^»/(a + cx«) = -^_^, /(a + cx») + j^ 

X— Y(a+cx«)* 
§.93. 

/x±»dxf/(a+cxa)±'». 

y ' gx ' _ X m— 3 

J^Ca+cx«)"« ~~<m — 2)aJ/(a + ex«)»-« + (m — 2)a ' 

^(a +cxa)'»-a • 

y|/(a+cx«)a'H-i — j (2m— l)a(a+cx«)'»-i ^ (2m— 1) • 
. -2 - . - (2m-2)(2m . 

♦(2m— 3)a2(a+cx2)'»-a "^ (2m— l)(2m— 3)(2m— 5) • 
. -4) N ) X 

•a»(a+cxa)'»-3 "•" (a+cx«)© j|/(a+cx») * 

/ • x'Jx , x»-t n — 1 
y (a+cx«)« (m— 2)c|/(a + cx2)'»-a ■*■ (m— 2)c 

r x°-gax 

Jl/(a + cx«)«-a" 

rx«Jx____ x°-i (n — l)a 

y|/(a+cxa)« (n— m+l)c|/(a+cia)'»-2 (n— m+1) 






'[/(a+cx«)" 



y * x'fa - x|Ha n — m-f-3 
J/(a+cx»)« (m — 2)a^(a+cx>)»^a (m — 2)a 

/ x'jx 
yK(a+cx«)»^a* 
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yaxy («+*«)«■»+» = j-ä^^+g- + — (2m+2)2m — 

(2m+l)(2in — l)a8(a+cxg)°^a (2m+l)(2m .. 
"^ (2m+2)2m(20i— 2) "*" (2m+2) • 

-l)(2m-3)a»(a + «<»)■■-» Nra+cx«)«! 

:2m(2in -2)(2m - 4) **'' " ^*+ « -> j 

xj/(a+cx»), + Na/p^. 

+ CX2)m-2 . 



\m-2. 



JxdxY(^+cjL) — (n+m+i)c (n+m+l)c 

/x»+il/(a + cx2)™~ , ma 

x.dxj/(a + cx^)- = (,V^ + i/ + (T+^TTi) 

/x»axv'(a+cx*)'»-2. 

/•ixl/(a+ci»)°' _ _ /(a+cxa)''+a _ (n_ni_3)c 

J— ? (n— l)ax«-» (n— l)a 

/•dx|/(a+«2)m 

/— ^=:^ • 

/jxl/Ca+cx«)" |/(a+cx')'» ^ ma 

X» ~ (n— m — l)x»-i (n— m— 1) 

/gxl/ Ca+cx^)"-« 
i= • 

/*ax /(a + cxa)g-+i _ ( (a + cxa)° a(a + cx»)"-i 
J i j 2m + l "^ 2in — 1 
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««(a + cx")"^« a»(a + cx«)— 3 a»i / 

+ 2m — 3 + 2m-5 **"* TJ *^^", 

y xj/(a + ««r ~~ (m — 2)aJ^(a + cxa)«-2 ^ a 

r fa -( 1 . 

/ xt' (a + ex«)«"«*» ) (2in — 1) a (a + ex«)""-* 

, V . 1 

^ (2in— 3)aa(a+cxa)'"-a ^ (2in— 5)a8(a+cx«)'»-3 

■ , 1 i 1 , 1 r ^x 

"•" a"'(j^(a+cx2)"*' a'»y xj/(a+cx2) * 

r gx 1 n+m— 3 

yxY{a+a*r~(«>—2)"''~*V (»+«*)""' (m— 2> 

r s^_ 

r sx 1^ 

yx"|/(a+cx>)» ~~ (n — l)ax»-i J^(a + cxa)—» 

(n+m — 3)c / * fa 

"" (n— l)a yx»-a|/(a+cx2)«" 

y ' x™gx 
»/(bx+cx«)»- 

y» x^Jx 2x'°~* , 2m — ^n 
|/(bx-h««)- "" ~ (n-2)cj/(bx+cx»)»-» + (n-2)c 

f^(bx+cxa)-a- 

y ' x»3x _ x"^* (2m— n)b 

^/(bx-l-cx«)" ~~ (m— n+l)cV'(bx+cx»)» (m-n+l)2c 

|/(bx+cx«)"' 
14 
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y ' 3c"^x _ 2i» 2(ni— n+2) 

J^(bx+cx2)" (d— 2)b|/(bx47cx2)«-« (n— 2)b 

I/(bx+cx*)»-2' 

/* x^fa ^( x*»-! (2m— n)bx'»-3 

/j/(bx+cxa)» j(m— ii+l)c (m -n+lXm — n)2ca 

, (2m-n)(2in— n— 2)b'»x'»-» (2m— p)(2m . 

(m— n+l)(m— ii)(m— n~l)4c» (m— n+l)(m * 

.-n-2)(2m-n-4)b3x---4 | 

•— nXm— n — IXm-n— 2)8b* *^^ ± "* j 
^^(bx+cx2)-»+a + (m — | _ p + l^N 

|/(bx+cxa)' 

y * x"Jx _ j x"- 1 (2m — 1)bx"-g (2m — 1) . 
J^(bi+cx3) ' I mc m(m— l)2c« "*" m(m— 1) '' 

(2m — 3)b2x"»-» ) / bN 



y|/(bx+cxa)' 

/L_Ji_==j ^ 1 , (2. 

y^/(bx+cx«)» ( (n— 2)bY(bx+cxa)°-8^(n— 2) = 

. — 3)4c ^ (n— 3)(n— . 

= (n— 4)b4|/(bx+cxa)»-» (n— 2)(n— 4)(n— 6)b6 '' 

. 5)16ca . (n-3Xn-5Xn . 

y(bx+cxa)»-r"r(n_aXn— 4Xn— 6Xn— 8)b8 • 

-"^y^' rtr I N i 2(2cx . 

(/(bx+cx«)»-« " • — |/(bx+cx2)»-aP-i) )/(bx = 



)"-BP 



:+^±(„^2p_l)4eN/^,_^ 

/V-i^i ^i 1 , (°-. 

yi/(bx+cx«)» ( (n-2)bY(bx+cx«)»-» ^ (n— 2) : 

.3)*c (n— 3Xn-^ . 

*(n-4)b4j('(bx+cxa)»-» (n— 2Xn-4Xn— 6)b« J 

. 5)^«^ • , (n— 3Xn— 5Xn . 

•V(bx+cxa)«-rT(n_2Xn-4X«i— 6Xn-8)b« = 

by Google 
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~7)64c3. N / 2(2c»-f b) . a.xT 

•|/(bx+c)Ca)«-» ***^ ± (bx+cx«)) j/(bx+cxa) ^ °'- 

y * gx 
j/(bx+ex>)* • 
y. Sx 2(2cx+b) (n — 8)4c 

J/(bx+cxa)» — ~ (n-2)bY(bx+cx»)"-a (n— 2)ba 

y^x 
j/(bx+cx2)''-a* 
y fa 2 2(m+n-2) 

x'»|/(bx+cxa)»~"(ii— 2)bx"'j/(bx+cx«)»-2''" (n_2)b 

y x^+ij/cfax+cx*)»-« • 

y Jx _ 1 ^2 . (m+n . 

x»j/('«+«*)" ~ ( (2m+n-^2)bx'» "^ (2m+n — 2) = 

. — 2)4c (m+n— 2)(m+n . 

•(2m+n-4)b«x'»-i ("iSin+n— 2)(2m+n— 4)(2m • 

— 3)8cg (m-hn— 2)(m+n— 3) . 

:^.n— 6)b»x">-a "^ (2in+n— 2X2m+n — 4)(2in •' 

:+n_6)(2m + n-8)b*x"-3 "^^^ ^ x-'-p+i j»^ ^""^ 

f Sx _| 2 (ai-l)4c 

J xf (Jax+cx^) I (2m— l)bx"""*"(2in_l)(2iii_3)b«x'"-» 
(m^l)(m-2)8ca (^_]) _ 

"~ (2m— l)(2m— 3)(2m— 5)b»x'"-a "•■ (2m— l)(2m * 

. (m-2)(m-8)16c» 5!i/(bx+cxa) 

•-3)(2m-5K2m-7)b*x— » **'-± xjK^'>*+« > 

/•34/(bx-|-cxg)'' _ l/(bx+cx»)'' nb 

y X" (m— n— l)x'»-i 2(m-n — 1) 

/fa|/(bx+cx«)''-g 

/W^x+cx«)" 2|/(b»+cxa)°+a (m— n-2)Sc 

y iS (2m— B— 2)bx"' (2m— n-2)b 

/gx|/(bx+cxa)" 
xm-i . • 

14* 

Digitized by VjOOQIC' 



108 

fSti/(hx+cT*)^ ^ ( 2 (rn-n . 

J X» I (2in— n— 2)bx» ■*" (2iii— n— 2) • 

. — 2)4c (m— n-2Xin— n . 

•(2in— n— 4)bax'»-i (2m— n— 2X2iii— n— 4) • 

. — 3)8cg (m-n-2Xm— n . 

•(2m — n — e^'x»-« ■*" (2m— n— 2X2m— n— 4) • 
. -3)(m-n-4)16c» . N ) 

•(2m— n— 6X2m— n— 8)b*x'»-> "'^ — i5=p+r( 
j/(bx + cx«)"H-a +, (m — n — p — 1) cN 

/ gxV^(bx + cxa)» 
xm-p 

/'3l/(bx + cxg) ^ j 2 (m— 

y x"» I (2m — 3)bx» ■•' (2m — 3) (2m • 

.3)4c (m— 3Xm— 4)8cg 

:__5)b2x">-i (2m — 3)(2m — 5)(2m — 7)b»x'»-a, 

, . (m— 3)(m— 4)(m— 5)16ca 

■^(2m— 3)(2m— 5) (2m-7X(2m— 9)b4x"-8 ^ 

± ,^ j j/(bx -f ex«). ± ^pV^O- + ^^) . 

Axl/(bx+CX«)» = (^+b)V{hX + CX^y Db« 

^ ''^ ^^ (n+l)2c - (^11)5 

/*&j/(bx+CI«)«-3 . 

/;"Jx>/(bx+cx*)n = ''■^V(bx+cx'')- nb 

/x"H-itfxj/(bx+cx«)»-« . 

/.■.f,./(K,^^,), _ x"-V(bx+cxa)-i» _ Jgm+n)b_^ 
J ' (m+n+l)c (m+n+l)2c 

/I'»-Mx/(bx+cia)". 

/;-exl/(bx+CX«)-=:^lV<'>^+"^'')° _ "'^ 

J »' ^ ^ ^ (2m+n+2) (äm + n+ä> 

A"H-s^x/(bx+cx«)"-». 

DigitizeJby Google ■ 
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'°^'M'"+"*)°=j (m+n+l)c ~ (m+n+i)(m+n)2ct 

(2m+nX2m+n— 2)bgx'»-a (2m+n)(2ni . 

■'' (m+n+l)(in+nXin+n— l)4c» (m + n + 1) = 

. + n-2)(2H. + n-4)b»x-^^ jj J 

•(m+nXm + n-l)(m + n-2)8c* «^«=-± «^ 'j 

+ (rn + in— p + l)bNA'»-P34/(bi+cx2)» 

y/ ( x"-» (2m+l)bx»-* 

x-ax/(bx+cx») = jjr^iqra);. " (m + S^)(m + l)2c« 

(2m + lX2m— Ijbgx—» _ (2m+lX2m-l) , 
+ (in+2Xm+l)m.4c» (m+2Xin+lXni) • 

/exi/(bx+cx»). 



/f 



/' 



/i 



§. 95. 

x±"dxj/(a+bx+cx«)±". 

r i^ _ I 1 

j/(a+bx+cxa)« ~ Vn— 2X4ac— bayCa+bx+cx«)»-« 

(n — 3)4c - 

"*" (n — 2) (n — 4) (4ac — ba)«j/ (a + bx + ex»)»-» 

(a-3)(n— 5)16c» 

"*■ (n— 2Xn— 4)(n— 6X4ac— b*)»l/ (a+bx+ ex*)"-»' 
. N ) 2(2cx + b) 

"^ (a + bx+cx»)j jA(a + bx + ex») "^ 

y gx ' 
J/(a+bx+ex«)» • 

fa _ I 1__ ^ 

j/(a+bx+ex»). \„_2)(4,,_,.xa+bx+cx»)'-^ 
■ (n — 8)4c 



(n — S6 (b — 4) (4ac — b«)« (a + bx + ex*)" 
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. (n-8)(ii-5)16c« 

+ »Tf ««• 

(B— 2Xn— 4Xn— 6X4ac— b2)8(a+bx+cx«) » 
' N ) 2(2cx + b) 

(a + bx+cx«) * J''^^ 

— l)*«Nyj/(a+bx+cxa)«-ap : 



n-i 



A /, . , . «V ((a+bx+cx«) » , n(4ac— b«) . 

ydn/(.+bx+cxa)-= p (»+i^2c +--(i^ : 

11—3 n— 6 

(a+bx+cx«) g n(tt— 2)(4ac-bg)g(a>H)x+cxg) » 
:(n_l)8ca ■*" (n+l)(n— l)(n— 8)32^ 

n(n — 2) (n — 4) (4ac — 0«)^ (a + bx + c x^) ^^ 
"^ (n+ l)(n — l)(n — 3)(n— 5)128c4 

+ N(a+bx+cx2) a > (2cx + b)|/(a + bx+cx«) 

+ (n— 2p+2) (4ac_|,a)N Ax/(a+bx+cx«)»"ap. 

. (a+bx+cxg)""^ n(n~-2)(4acl-bg)g(a-M>x-Kxg) ^ 
• (n— l)8ca "*■ (n+ l)(n— l)(n— 3)32c8 

n(D — 2)(n — 4)(4ac — bg)»(a + bx + cxg) « 
"•■ (n + 1) (n — 1) (n — 3) (n — 5)128c4 

etc. N(a + bx + cx2)j (2cx + b)j/(a + bx + cx2) 

+ |(4ac— b«)N /axj/(a+bx+cx2). 

y x^x _1 _b 
J^(a+bx+cx«)» ~ (n— 2)cJ/ (a+bx+cx«)»-« 2c 
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J xj/(a+bx+cxa)» (n— 2)aV'(a + bx + ex«)»-« ^ a 

y * 3x b^ r fa 

xy/Ca+bx+cx«)»-» 2ayi/(a+bx+ci«)»' 

/dx|/(a-t-bx+cx?)". . 
f^ j/(a+bx+cx2)" = i j/(a +bx+cx2)" + a /^^ V'C* ' 
+bx+cx2)»-a +'| /dxj/(a+bx+cx2)«-a. 

§. 90. 

r— ^— — 

y(a+bx)>/(«+/J+yxa)- 

y gx 1 /- _ A— . 

(a+bx)r(a+^x+yx2) j7^ "*" V ^ WWT«' , 

• + /Jx + yxa)>'- 

y^ Sx ^ 1 ■ A — Cx — . 
(a + bx)|/ (« + |Sx + yx*) 7 J/-« °«° a+ '' 

. 2/— ^Y(«+j?x+yx«) 
= bx 
In diesen Formeln ist 
A=2«b — /Ja; C=:2ya — /Jb; tj = — ah^+ßab—ysfl 

§. 97. 

y] Sa 
(a« + b2x»)l/(a + yx2)' 

i}=ttb2+]«2; ft==«b« — ya*. 
(a«-b«x«»)j/(«+y3t«) == ^p^ "'^ V * ~ aj/ («-l-yxa)^* 
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jCa*— b«x«)i^(«— yx«) ~ Sp=r;i "° V^ — 



a|/(a — yx»)/' 



/ «X 1 ft= V<* • 

y (a«_b«x«)y (— «+yx*) ~" äfii "*^ V ^ a|/(— a * 

y^ fa 1 j . ( x/«; + '. 

(aa-bax«)V(« + yxa) 2aK«I ""^ (^F^ ' 

. a/(tt+yxg) ) 
•aj/(«+yx«)j' 

(a» — b«xa)v/(« — yx«) 2a|/,t °^ (xj^jt— = 

•a|/(«— yx«))' , 

y» ' Äx __ 1 . . ( x|/^nt . 
(a«_b2xa)V(— «+yx*) " äay'— / "^ (»i^— ;*' 

• — aj/(— «+yx*)* 

y(a«+b«x«)V(«+yx«) aj7^ V» fi]/ {u+yx^)J' 

f ix _ 1 ^^{^ —-J^^l—S\ 

y(aa+b2x«)l/,(«-yx'-«) ~ ^ ""^ V * a|/ («— yx2)7* 

/1___J^_ _^, = -A_ arc f tg = 

y(aa+bax«)VC— a+yx»^ a^^— ij V *» 

a^(-« + yx«)7' 

/• & _ 1 j^ j ( x/— n / 
(a« + b2x«)l/(a + yx«) ~ 2ay — ,* /^ ( »»^ — f» ' 

.+a)/(tt + yx»)) 



■•— aK(« + yx«)j' 

/• ax _ 1 j t ( ^v — n . 

(a« + b«x«)^(«--yx») 2a|/— »j/^ (4^— ij • 

. + a/(«-yxa) | 
:_aj/(«_yx2)f 



Digitized 
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98. 



. , - J(a*-b*x*)|/(a+yx»)- 

j]f = ab*+}«^; ,fi3>=ab* — ya*. 

Jf (a4_b4x4y («+yx2) - i<p^ B" (xl/yaj/(a+yxa)J 

/ ■ ' %*ix _ 1 , ( n/i;+at/(iH.yx') ) 

(a4-b4x4)^(«+yx«) ~^4ab»(/»j **^ ixf/i,^aj/(«+yx'^ 

y'- •ix- . 1 . ' ( x/ft+a/(«-lyxa) 

(a4_b*x«y{«-yi») 4a»/,» °*" |x>/j»_aj/(«-yx») 

+ ^°^^(*g = a|/(«-V)) ' 

r x«Jx ■ _ . 1 . ( xt/iM-a/<«— yx') ; 

J(a«_b4x*)j/(«i^a)~4aba|/p- **^ jxj/^_aj/(«-^yx»)( 
1 /■, _ x/i; ^ 

~ 2abaj/i, "*" V^ ~" aj/(«-yi«)7- 

f fa _ 1 (x/,?+a/(-« . 

J (a*— b*x4)|/(_<H-yx*) ~ 4a8l?i, ^ jx^^i,— aj/(— o • 

.+yxg)) , 1 /- _ x]/ft ^ 

••:i^j + aiiT? "'^ V^ "^ aj/(-«+yx?)/ 

/ • x'gx ^ 1 ,_. (xj/5-Vb?'* 

J (a4_b4x*)|/(-«+yx«) ~ 4ab«f/ij ^ jx}/ij+a|/(-^ •' 

. +yx^) ) . i r. _ x/ft ^ 



15 
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f 4abY-^ '"«»* jx^/_^+a>/(«+yx^)j- 

' 'L._l__ /'♦ x|/«? •\ 

( : ' . -•- .. 2^b,Y»» "' V^ ~ '^ipXi^^^^J- ■> 

y(a4-,b*xV(^«+yx2) =^ 4a»j/--^ '"S"* ^|/-^- • ' 



:,H^ 






: :; , -^a»^(-«4yx») | 1 (x/A K(-«1 

• , - ' -^ - .' .-.-±y5!)( 

■ =+yx«)j- 
/:^i^(ax'+l»x'+«)*Pai. . ; 

' ' '^ j(p--l)nA y:tr(aX»+bx^-Hi)l»:-k* 



Digitized 



by Google' 



(ax' + W+'»)? ~ . _ (jp — l)'iib(äk' + W+ijP-l^ 

y X»ax . ^ 3^a-r-ii-fl ^ 

(jpt^+bxH^^P ^ (m— yr— np + l)b(äx*4 biß^i-jp^^ 
' (m— pr— i^+l)a ,r x"»-«»^x 
(m— pK-^ppf l)b^(ax'+bxM-)P • 

(ax' + bx'+»)P ~ (p — 1) na (ax' + bx'-H«)P-i 

"" (p «l)na y (ax' +bx'-M)P-i ' 

f Sx 1 

y x"'(ax'" +|bx'^+«)p ~ (p-T^l)nai*'+'^i(ax'"+ bx'+")P-i 

m — n+pr+pp — 1 P ^ 

"*■ " (p— l)oa Jx'^+^Cax' +bx'+*)P-i * 

/ ' 6x _ ^ ' 1 ■' "•"' - 

x"(ax'4-bx'+")P (iii+pr-l)ax">+'-i(ax'+bx'+»)P~i 

(m— n+np+ p r— l)b P dx 

> "" (m+pr— l)a J x«»-»(ax' +bx'+»)P * '*. 

fa(ax' + bx'+»)P = - ■ . r-^ + — :t^ — ITT 

F+,np + 1 pr + np + 1 

/xMx(äx^ + bx'+»)P-i. 

yx"+'ix(ax'+bx'+")f-». 
• , .- ••■ •, ■ ;■'■-• 
15* 
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_ a?r?=±£Z^!P=^ r_£.(ax'+bx-Hi)F. 
(m— pr— I)a /x*-»^ ^ 

Jx»^^/^ '' (m — pr — np — l)x"-i - 

_. PI±_Hrr^(ax'+bxM*)P-t. 

m— pr — np— IJx"»-'' ' 

§. KM). 

/»■»(c+dx)j/(«t+bx)- 

x(c + dx)J/(a + bx) ~ c JxyOi + bx) c 

J(c+dx)J/(a+bx)' 

x»(c+dx)l/(a + bx) "^ cjx^yi»+bx) c«- 

• • /* ax- . d» / * ''g^''' ' ■ \ 

yxj/Ca+bx) + c» y (c+dxV(a+bx) ' 

y*x ^1 i * Sx £ r gx 

x»(c+dx)j/(a4-bx) ~ cJxYCa+bx) c« /x«j/<a+bx) 

. 1 ■*■ c» 7x1^/(8+ bx) c» y(c+dx))/(a+bx) ' 

y ! gx __ 1 y » ix d^ r gx , 

xm{c+dx)j/^^(a+b;») ""c/x-'j/Ca+bx) cayx*-»j/<a+bj) 

+ ■c«7i»'a|/(a + bx) **'• ± ~^JxY(^ + bx) 

: , .; .: • ' -, t ''" y (c+dx)|/(a+bx) • , 

/ fa : _ 1 f Sx 

x-C« + dx)J^(a + bx + yx«) ~" cyx»l/(a + >>x + yx») 



Digitized 



by Google 
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__£ f Sx ■ d" f ix 

d"-* / * ax _ d» 

^ c» yxj/(a + bx + yx«) + c» 
/(c+dx)^(a+bx+j5x«)- 

^ §• 101. 

(c+dx)j/Ca+bx«)- • 

y ';. ' ' fx' ' _^ 1 , ( ad— bcx . 

(c+dx)t^(aH-bx«) '- ± j/(ad«,+bc») °^j c- 

. , . + F (a + bx')|/(ad» + bc")) __ 



= + dx I ^ — (ada + bc«) 

( ad — bcx I 

arc jtg _ j/(a+bxay_(ad«+bc«) j- 

y' xfa" 1 r fa c 
(c + dx) >/(a + bx«) — d yj/(a + bx») d ■-, 

y\ ^x 
(c+dx)|/(a+b>*^- 

(c+dx)|/<a+bxa) "~ dyj/(a+bx») d»y^^(a+bxa) 

. ^d2y(c+dx)^(a+bxä)' 

(c+dxy (a+bx») ~ dy ^(a+bx«) d«yj/(a+bxa) 

■*" d» y l/(a+bxa) d»./ (c+dxy (a+bx«) * 

/ • x^fa 1 / * x"-idx c^ / * x»-aj!t 

y (c+dxy<a+bx«) — dyi/(a+bxä) d» y|/(a+bx») 

+ d«yj/(a+bx«) '^'^ - d- yf/(a+bx») + d= 

f^J^ 

-y(c+dx)j/(a+bx«)- 
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^ 102. 

7 ix ' < . 

x-(c+di))/(a+W»)', 

y» i% _ 1 f ix _ d 

x(c4.dx)f/(a+U*) -' c^xj/Ca + bx?) c 

y(c+dx)|/(a+bx2)- 

y^ fa 1 fix ^ 
x«(c + dx)j/(a + bx«) ~ eJx^l^On + hx^') c* 
r ix i9 A ix 

, yx|/(a+bxf)+ cV(H^di)i7(H:bI^* 

jrx»(c + di)|/(a + bx«y ~ c^xYC» + •>»*) «* 

/ * fx ^ d^ / * ^x __: d» 

* JxY(a+bx«^ "^ cVxf/(a+bx*) c» 

y gx 
(c+dx)>/(a+bx2)- 
y gx _ 1 r ix d^ 
x"'(<»+dx)>^(a4-bxa) ~ cyx"y(a + bx2)' ■ c« 
f ix d" / * ^x d"-! 
■ Jx*»Ti)/(^+b«*) c»yx'»-aj/(a+bxä) — c™ 

y ^ Jx _ d^ r ix • 

x|/(a+bx») + c'«'y(c+dxy(a+bx»)* 

§.103. 

(c+dx)l/(a-|-bx+j;x«)' • 

• . »4* — M .•+':}'c* 5= /t gesetzt ' 

/-(<-+ «JW(a.+ bx+ y^») =" 7^ V^ *^ i 16 • 
' , . . +(bd— ayc)x y 2|/ft . /(a + bx+yx')) ._ 1 

(, 2ad— bc+(bd — 2yc)x 1 

. "'(*«=' 2j/-^.V^(a + bx+yx«)}- 
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y ' ■ xSx ' '_ 1 / » at __ e 

(c + dx)j/(a + bt+yx«> ■ ■ dy)/(a+bfx+yx«> 3 

y(c+dx)j/(a+bx+yxa)- 

(c + dx)j/(B + bx + yx2> ^ dJy(A^hx + yx*) da 
fPFbJ+pJ^"^ d» y (c+dx)|/(a+bx+yxa) " 

(c + dx)f(a + bx + yxa) d Jj/(a + bx + yX«) "+ d^ 
|/(a+bx+yx«; + d»yj/(a+bx+yxa; ***^ ±~d=~ 
; jfy (4+bx+yX*) + d«y (c+dx)j^(a+bSl+yl»).' , .. 

^''' /f'(c+dxV(a + bx + yx^) """^ *« ^«'"«^ 
§. 100 anw<>Jidbar. 

§. 104; 

y ' x^Sx 

(c+dx2)J/(a+bx2)- 

y(c+'dxV(a+bx«> ^ V^(boaIl^acd) '"»»t y^ r 
. . :f bx») -I- X >/(bc« — acd) ) _ 1 

'+dx«) ^"'"^ j ~ ;/(acd — bc«) 

' ' ■ < ''^P*^. cj/(a-hbx» .)• 

/• . xJx 1 ( d]/(a . 

(c+dx2)|/(a + bx2) '^ j/(ada— bcd) **^* j |/(c • 
' + bx«) >-rj/(ad« -^ bcd) )'' __ ' 1 ■ -. 

'•'4-dx*») . ; "j ~ j/(bcd-^ad'«) ■.. 

^"P='p(bcd~ad»)}- 
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/' x*Sx j_ 1 / • ix __ c 

(c + dx«)V^(a + bx») ~ d yf/(a+bx«) d 

yl & 
(c+dx)j/(a+bx«)- 

r x»fa 1 f xSx c , 

J(c + dx«)j^(a + bx«) ~~ dy|/(a + bx«) .d 

I * x*Jx ^,1 / * x'fa c_ / * Jx 

y (c-Hix«y (a+bx») — d yj/(a+bxa) ~ d^J j/(a+bxa) 



■^dV(c+dx)l/(a+bx»)- 



(c+<ixi)K(a+bxi) ~ dj l/(a+bx«) dajf/(a+bx2) 

+d^J{c+dx)y{<xfhx*y' 



etc. 
105. 



/ ^■■jx/Ca+bx») 
7 (c+dx«) 

/'^xj/(a+^x«)_b.r_Jl_. 4. Ta — -"^ 
/: - (c+<k«) ~ d yy (a + bx«) ^ V dJ . 

r fx 

: y(c+dx«)j/(a+bxa)- 

rxjxv/(a + bx») _ b f xdx f . _ is^ 

y (i+dx*) - dyj^(a+bx«) ^ V d7 

y xfa 
(c+dxa)l/(a+bxa)- 

rx*Jxl/(a + bx«) _ b Y xHt ft—^^ 

J (c + dx«) dy^/(a + bx») "^ Vd d5>f 

y » gx ' /^ac bc^'V / « gx 

|/(a+bx«) Vd "" d« // (c+dx»)K (a+bx«)* 
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y (c + dx») / «»jyXa+'bx*) Ti vd /vd«/,. 

-yj/(a+bx9) r, Vd d?>y(ct+;.dxa)j/(aÄHÄay, ' 

/x*^x^(a-ffaxg) _ b / • x*ex . /" a __ bc"\ 

(<S-f dx«> — dj'j/(a+bx«) "^ Vd dO 

: ./^(a+bx?) üVda, ' d»vVy(«+bx2) T.V# 

\ d»JJ(c+.äx.»)y(ii:+bx^) 



etc. 



-:, i \, Integrale 
von Diff'erentialfon]4)eIn, die -aus algebraisdien> 
-' und- ttanscendenteB FuMitAen ■ ensainiii^B^^ 

*.,,., '■ ■ gesetzt. «Ind. '" ' . 4- 

■f •••/ •'•■ ■ ■ -:•: ■■ "■ . ' -•;. ■■•' .•■'■ : ■»-;■; 

i : , /§. 10©. 

.;. i.r-,, ; -r 'i ■ ■, ■•{■;•, 

■ . , yiognt-X' , ; • 

Y and( X steUeo dgebMiecle' Fitactionei^ der inerander- 
^ / liehen Gröfise )^ .vor. 

lognt X ' lognt^x lognt»x 

loglogntx j f"i'T72 ^ 1.2.3 



•'lognti 



. ^ lognt ^x 
^'^• 1.2.3.4 ^*^ 



fx'Sx _ f a(x»+i) Y » gz r 

y lognt x ~~J lognt (x»+i) ^Jl6giiizf ., ' ' / 

16 
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lognt'x lognt X 1 Jktgatx' 

lögnt»x~ 2 lognt >x 21ogDtx "*" 2 



+ 



y*x«gx ^ 
lognt "x 



J lognt x' 
x»+i (m+l)x"H-t 



(n— l)lognt»-ix (n— IXn— 2)lognt»-*x 

(m+l)ax'H-i (m . 

(n— iXn— 2)(n^3) lognt "-«x (n— l)(n— ^ * 

. + !)— ax"+i (m+1)'-' 

• (n— 3) etc. 3.2.1 lognt x ''' (n-l)(n-2)(n-3)etc 3.2.1 

/ 'x'^dx 
lognt X ' 

V'logBtx (ni + l)j/lQgntx i ■*" (an + 2) lognt x 

+ 1-8 . 1-3.5 j 

^ {(2m+2) lognt i}» ^ {(2ni+2) lognt x}»j* 

Mgnti („. + l)j/,^tAf ^(2-. + 2)logntx 



fi 



X 

. 1-3 1.3.5 , ) 

'^{(2m+^logntxj»"^{(2m+2)Jogntx}»**^j:" ., - 

YSx _ Yx Yx 

lognt »X (n—1) lognt "-ix (n— l)(n— 2)lognt''-«i 

(n_lXn-2)(n— 3)lognt"-»x"'^* -" jx ' 

§. 107. 
fY&lignt^X. 
-- lognt »X = --|. tegnt «H-ix. 



fi 
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y;-& logntx =gj jlognt X _-i^j. 

y* x"+» { 2 

x"& lognt »X = jjiqpj lognt «x — ^^-^ lognt x 

y» x"+i (. 3 

x"dx lognt »X = —ju Jlognt »x ^-y lognt «x 

. 8.2 , ^ 3.2.1 ) 

/lognt Pxfc = (— 1)P 1 . 2 . 3 . 4 etc. px jl — lognt x 

, lognt »x lognt »X ( — ly lognt Px ) 
+ "TT^ T72T3''*'^ l.S.Setcpj- 

A"^ilogntPxfc==tZ-)^ jl— mlogntx 

m^ m' ( — l)PmP ) 

+ j^ lognt«x- j;^lognt»xetc j^g^^^logntPxj. 

piSx lognt "x = Y* lognt »x — nY" lognt »-»x + n(n 
—l)^" lognt »-«X etc. ysa/Yix; Y"= /^^; 

y.»=y!E^et/ 

y* *x , . 1 1 A 1 * a + bx X , bx* 
-_j lognt X = ^ lognt x.lognt — -+ ^ 

_ b*x» . b»x* 

/-— ^ lognt » = r lognt x . lognt (a+bx) — gr lognt *bx 

' a a* a» a* 

+ Px"'2«b»x« + Pb5x»~'Pb»l4 ***• 

16* 
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y Y lognt (a + W) = l<»got ä . l<ignt x + -i — g-L 



bSx« 



/^ lofent (a + I«) = i lognt «bx _ iL + _?!_ 
yi-& lognt <a + bx) = ^^ lognt (a + bx) - -A_ 

yVdx lognt X == logt xyyfcr- yi^^^^f 

. ,: '■',...,■ .. ' > ' ! .. , 
' ' §. lÖÖ. 

.... I i .. , , • :. ' 

ya*3rax. 

a», •- ■ ■■ . • . I , 



a''Äx = 

; lognt 9 



/ 



a^Mx: 



pijogota 



/a«x.x = 



a^x^^x: 



^og?t a lognt ^^ " , ' 
a';c2 2a'x . 2 . la^ 



/;_._ ^ 

y logQt a lognt «a lognt ^a " 

A'i-dx; =- r?^ -^ "-2!^:^ •+: n(n-l)a^x»-? , 
y , lognt a logrt^a 1ogQt*a 

_ n(n-Tl)(a— 2)a^x°-8 ^^^ n(n— l)(n— 2)etc.2;ia' 
. lognt *a e«'+ lognt "+ia 

y\ „, :(— l)»a»1.2.3etcn (, , , x»> 

'^''^"''^^ = (kgnta)«^^ jl-:.l,ant^*.+ j-5 
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mit 



/^"fa •' . "Jclognta .• X» lognt »» ; x» lognt »» 



+ 1:2X4.4 •=*•=• 



y~x^ ~2^~ 2.1,% * 2.1 jf I 



\. 



i-« -'^ 



/a>ax a^ a' lognt a 

■^■~~(n-l)x»-i (n-l)(n-2)x' ^ 

a ' lognt »a ^.. ' 

."^, (tt^lXii-Ä)(«— S)»»^»--*" ^ (tt-,l)(n^2) A 

>'ogPt"-''a ' . ., lo gnt i":^ ^'^ 

•<n-3)eto. 3.2[.lx + (iw-l)(n-i2Xn— 3)ete. 3.2.1 

/;; '7^- 

faHx _ a« ( 1 j' • -t , 1-^ 

/vT ~" Fx llögSl "^ 2x lognt 2a ^ 2ax« lognt »a 

^ +_i4^etc; 



2»x» lognt *a 
/»a'fa a* (2x 2ax«lognta , 2»x» lognt »a 

'yr^v^ir - 1.3 "*" i.a.s ,, 



2*x« lognt »a ^,. 
-^ 1.3.5.7 '*'■ 



/s=H( 



1(1 _ x) lognt a . (X — x)a lognt «a 

1.2. . i.a.3 

+ (1 _ x)8 lognt »a '^ (1 — x)4 lognt *a 
■ 1.2.3.4 



€tc* 



y/*«» (t -; nx lognt X , ii«x*l 
a"x"Äx = /x«ax |l -f ^ — H —j^ 



(1— x)« lognt »a 

nx lognt X _^ p^x^ lognt % 
2 



, nH^ lognt »X . ) 'v 
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* lognt a lognt »a "*" lognt »a lognt *a 

/a«Yfa = a'Y* — »TP* lognt + ««Y"» lognt «a — etc. 
T==:JYixi Y"=/rta; Y"= firSx etc. 
Für die Basis des natariiden Logaridunensystems = e ist 

/eVÄ==(— l)Pl.2.2.3etc.p.e» jl_x + ^ 
"7 ITITl "*" 1 . 2 . 3 . 4 "^^ + rOrt^j- 

$. 109. 

/e"« CO« nx Jx, le"* sin nx Jx. 

e = ^718 2818 etc. 



.2 



y*__ , m 008 nx + n sin nx _. 
e-«co.nxJx = ^-^^j5^-5 .e«. 

A-«sinnx3x = °'^"-'"^°''".e-'. 
y m* + n» 

A«'sinxfa=^^°'t'7'°"^ 
J ma + l 

J m* + 4 ni(m*+4) 

cP* cos x3x = ^ ^ .\ \ 

m* + 1 
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yU« «in «»*T _ e*»8iay"*»(m8{in — PCO»») . ii(n— 1) 



§. 110. 
/xPamnxdx, jxfcMutSx. 

xP8innx9x=: — 5- (psinnx — nxcosnx) — :-%(p — 1) 

IxP""* nn oxdx* 
fxf c©»iix&=— 5- (^ 008 nx + nx sin nx) — ^^^"^ ^ 

IxP-« cos oxjx. 

xSP+ico8inx9x=— xSP+isuiiiix4-^ ^ j-pj ; 

.(2p+l)( . 1 . . V «.^) 

1^-5^ ^ <^ CO« mx sin (mx) . — r — \. 

\ m ^ '^ ix I 

A^P+i sinmifa = — i x^P+i cosmx+ ^~^^^'^'^:f^f : 
: ^-^^ ^ ^^ Biü (mx) + --cos (mx) . — — \. 

yx«P+« sin mx«x == — 1x«i»+ä ^josmx + ^±?x«H-i 
m m* 

./ V. (—1)P 1.2.3. 4etc(2p + 2)(. 

1 . 4 . ^) 



— — sm mx — r — >. 
m jx I 
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by Google 



■ •j. .^ (— l)»-i 1- 1 21 a . 4"etc. (2p) ( . , ^ 
/xap «% miäx = ... map+a ^^ {"^ **' '^'^ 



1 . « . ^] 

— sin mx — j— 
m ox 



^. pi"'- TTi- + i.?.4u4 ~ rXeSTe •*'• \. 

/• .. r^ 1.2.3.4etc.(2i.-l).2p 

ye 8««ndx_prj.^^2a)(a4.4'«)(a+6«)etc.{a + (2p)*} 

i» 1 1 . 2 . 3 . 4 etc. . 

ye» SU. «P+ix«x = p^ . |.,4.1«),(^ + ^;(a + 5«)etc = 

. (2p+l) 'i.. 1, ^.TftW ),, 

In d^' zwd letzten Formeln ist * > \, 

,, , - , asin^r , a(a+2g).sin^x . a(a+2«Xa+4g) 



sin ^x , 
.-g-etc. 



, , a . , a(a+l«) . , . a(a+ lg)(a+3g) . , ^ 

• ■ afa-4-laXa + 3'')>tc'U+(2p-l)''i „i OH-'. ' 

; 2.3, 4 etc.' 2p (2p. + 1) •■ ■ . 

...,,. • '• ' ^ ■ 

.-•'••■■■ ■ ■ , .§• .1U-! 



/.) 



y \ dx 
(a-fb. €0)1)0''' 



r ^t ^, _ 1 i^L, b+aco8x ;\ 

yt?fe^ •^•"'f^J^Zga) »'«\<^« ^ a+b cos rJ' 

f dx^ I -.:-}■ l ' _:.. ( b + a)C08X + , 



'i . ) o i . 'b cosx 



in X . ^/(ba — a^) ) 
-1 i cos X ) 



129 



-— r = — r-lognt (a + b cos x). 

a+ b cos X b "^ ^ ^ 



a+bcosx b b^a + bcosx' 

y ^x _ 1 i^ — bsinx r gx >| 

(a+b cos x)a ~ (a«— b«) Va+b cosx V a+b cos x^'* 
y* cos xÄx 1 /^ a sin X P 5x ^ 

(a+b cos x)a (a»— b^; Va+b cosx ~ Je^+bcoTxJ' 



cos X Jx a sin x 



/ö 



(a + b cos x)" (n — 1) (a^ — b«) (a + b cos x)»-i 
1 ' /»(n — l)b — (n — 2)a cos x 

(n— IXaa— b^)y (H-b cos x)°-i ^^' 

^x , — b sin X 

(a + b cos x)° ~ (n — 1) (a® — b^) (a + b cos x)«»-« 
1 r ( (n^l)a^(n— 2)b cos x ) 

*" (ü— l)(aa— b2)y I (a+b cos x)«^-! j 



/. 



§. 112. 
Äx i* x8x 



a + b cos X + c cos 2x ' y a + b cos x + c cos 2x 



a+ bcosx + ccos2x ^ in mj ^/(/S* — 4ay) 

arcjtg^ VC^!-^"y)-;'°M+Jl + ii.-L- 
I'' m+n+(m — n)cosx) ^^jn mj a — y 

j 2(a— y)sinx ) 

. arc Jtg = \/\ X }. 

1 m — n+(ni+n)cosxi 

y cosxgx == 1^ 4- il 1 

a+b cosx + c cos2x "" * jn "*" m| |/(/3a — 4ay) 

I m+n+(m — n)cosxJ n (n mj «— 

i .2(a — y)sinx 
. arc hg ' 



m — n + (m+n) cosxi* 
Für die vorstehenden Formeln ist 
a+b+c=m2; a— b+c=n«; ß^ — 4ay=J(m — n)*— c; 
- (of— y)a = J(ni+n)a-.2c 

17 
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a+bcosx + ccos2x J J b + J +J ccosx '^ A 

f *i . 

y b — A -^ Az cos X 

a+bcosx+ccos2x A Jh + A + Accosx A 

y Sx 
b — ^ + 4c cos X ' 
A = j/{b« — 8c(a — c)}. 



§. 113. 

X soll eine algebraische Fanction von x und ip einen 
Bogen darstellen, für welchen eine trigonometrische Linie 
als Function von x besteht. 



yx"+i 1 

x»Jx arc (sin = x) = -j-j arc,(sin = x) - ^^-^ 

1/(1 -x2)- 

y"* Sx 
l/(l-^x^) "^ ("'" —^y=^ |arc (sin = x)ja. 

y^l—x») "*^ (*'° ~ *) = — «•= (sin=x).|/(l+x«)+: 
pr^j^3^ arc (sin = x)= { — 44j/(l— x«)+ Jarc(sii 



sm: 
= x)j arc (sin = x) + J x*. 



/p<r=W) "" ^"" == *> = -'(* ** + ^'> ^<^ -'"> 

. arc (sin = x) + ^ x^ + | x. 

y* ^* /• \ xarc(sin=x) , -, \,^ _, 

1/(1^x^)3 arc(sin=.x) =, — __^^+^lognt(l-xa), 

/Vxdx^^ • arc(sin«=x) , ^, 1— ^ . 
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/va— X») "" («»s = ^) = — 4 1«« («0» = ^))'- 

y» . x"+l . 1 

x-ax arc (cos = x)==^:^^ arc (go. = x) + ^j^-j- 

y' x»+ifa_ 

flT^ "' ^*» = ^) = 4 {"c (tg = X)}». 

fl^^ ^'"^ ('^''^^ = X) = — ^ {arc (cos = X) }2. 

y» x°*+i 1 

x»ax arc (cotg = x) = — pj arc (cotg = x) + j^q^j 



''x^+Mx 



J 1+x^ • 

X™+1 1 



xn>faarc(sec = x) =— — ^arc (8ec = x)— ^-qpj; 

/ » x"fa 
j/(x2-l)- 

y» xm+l 1 

x™Jx arc (cosec = x) = — 7^- arc (coscc = x) H -—^ 

y * x™5x 

x«*x arc (sinv = x) =^ ^— j arc (sinv == x) — ^qp^ 

j/(2x-x«)- 

XSx arc (sin = x) = arc (sin = x) IXdx — Irr^J—^ • 

/X3x arc (cos = x) = arc (cos =: x) /Xfa + I^tt^—^' 

17* 
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JxSx arc (tg = x) = arc (tg = x) /xfa - Z!*!^ . 

JXSx arc (cotg = x) = arc (cotg = x) fxSx + CM^^ 
fxSx arc (sec = x) = arc (sec = x) fx8x — f ^ '-^^^ 
mxarc(cosec=x}=arc(cosec==x)/xax+ fJ^ßSx 

^ J Jx}/(x^-iy 

fXfx arc (sinv=x) = arc (8inv=x) fxSx / * SxfXdx 

•^ J JV{^x—x^y 

Integrale zwischen Grenzen. 
§• 114. 

/x"'dx|/(aa — x«)±» . 

/ " x8x _ 

oJ j/(a»-x») -"^ 

J^(aa— X*)— 2* '2' 

/ ' x»gx 2 , 

r » xaPjx 1.3.5.7 etc. (2p-3)(2p- l) , „ 
qJ V (a'» — X*) "'2.4.0.8 etc. (2p — 2)2p~ :* ''I' 

r» x2P+idx __ 2.4.6.8 etc. (2p— 2)2p 
oJ J^(aa- X») - d.b.V .9 etc. (2p-l)(2p+l) **'^'- 

y*«xj/(aa-x2) = a2.|. 

y"xJxj/(aa-xa)=^. 

yW>/(a«_x«):=J.a*.|. 
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2 as 



J »'«K^a * ■' 4,6.8. 10ete,2p(2p + 2) 



,a2p+a.« 
4 



rx«i^i&l/(a«-x«) - 2.4.6.8 etc. (2p-2)2p 

f XP dxV(a 5^) -5.7.9,11 etc. (2p+l)(2p+3) 



a2p+2 

~3~ 

1 . 3 . 5 . 7 etc. (n — 2)ii 



r V(a»-x')-= ^ : • g • rr- r~f ; .^n 

y '^ ^ ' 2.4.6.8 etc. (ii—l)(n+l) 



a»+i IL 



rVp+Mxl/(a»_x2)»= 2.4.6.8etc.2p 

I o»K^ x; (ii+4)(n+6)(n+8)ctc.(n+ 



+%>+2) 
a»+2p+a 

n+2 * 



/•'x«PJxl/(a'>-x»)» - l-B-S-TetcCip-Da«» 
oJ (ti+3)(n+5)(n+7)etc(n+2p+l> 

/'Äx>/(aa— x«). 

§. 115. 

/x^dxl/cl— X"). 

/^ 3x n 

^(l-x«)-2- 

J j7ä^:iäj = -(- = a). 

/i x'Pfa _ 1.3.5.7etc(2p— 1) « 
V'Cl — x»)"~2.4.6.8etc2p •2* 
/i x^H-i^x 2.4.6.8etc.(2p) 1_ 
j/(l-x«)-1.3.5.7etc (2p-l)*2p+l' , 
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/i xHx Y' ^ ^"fa !_ * 

yo—x*yJ |/(i-x4)-§(Hhr)'2- 



0« 

9C 



/ fa n 
- 1/^(1 _x») sin- 



n 



i*' xK'C— l+.xP) sin- 

n 

/^ xp^x r» xp+°ax _ 1 % 

j/(i-x2-)- j j7(r=n^-n-2- 

-j = / x'^-"»-lÄx/(l— x")«-*=±: 



, fiir n>m — 1. 



n sin — 
n 



0*' 



§. 116. 

/• ' xix 

e = 2,7182818 etc. 

/i__Äx__« 





'4 
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" — (2r)"H-i}. 

n 

r^.^x- — £ — . 

0^. 1 + '" .in(m+l)^ 

/ x°>+P+l '^~ J x'-H-P + l ^^m + p 

' • 1 

m — p «' 

cos T— 5- . ^ 

m + p 2 

/ix"-*— xP- « gg ^ m — p « 
;xm+p_i •^^— S+p^i+^'2- 

/*»im-l — ^p— 1 ^^ ♦ m — p » 

J xm+p _ 1 • ^* — ;S+^ ^IB + p • 2* 

— sin a |— 0,5772157 — lognt « + 4 . ^ 

-*T:2^^*^i 

• + wff <r j— 0,5772157- Iognt«+% . ^ 
«* ) 
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2.3 
+ ö • 1 9 A A n^**^r 



1.2.3.4.5 
— 4 je-«+ e«j j-0,5772157+lognt a 

"'"^l. 2. 3. 4. 5***^1' 
+ ije-"— W{— 0,5772157 + lognt « 

+*-o+i-T:o:4**^j- 

/• cosbx ^ « _i 

§. 117. 

/zwjx. 
e == 2,7182818 etc., z und w Functionen von x. 

/*%Pa-Mx = 1.2.3.4etc.p.7j ]-r^rr^. 

oJ ' (lognt a)H-i 

' r*xPe-"«fa=1.2.3.4etcp. -j^pj-. 
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-ttÄt**'!' 



^^Pe-o» / 1 . 3 . 5 . 7 etc. (2p — 1) 

/•cosbxJx /n^ 

/••«in bxfa / 31? 

y^cos (mx«)co8iixJx = 4 jcos (|!) + sin (£)| 

1/5—; m ist poffltiv. 

['äa (mx») cosnxjx = 4 jcos (|^ - sin (£)j 

1 /" ; m bt positiv. 

/ -7-'*=?— «* + *T:273 *1.2.3.4.5 

j-a <f!>!— etc. 
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^♦•1.2.3.4 *• 1.2. 3.4.5.6 *'y 
■'"Al.2.3.4.5**^)- 

rV«-!&.= - 0,5772157 -Iognta + «l.J!li 

iv X i. * i.a 

"*" y' 1.2.3 **^'*' " = +» « = +. 
/*V« J = -0,57721j57-lognt«a + ^_i.(f!^ 

J x«+i logntx = - 0,5772157 - lognt (« lognt a) 
, c lognt a _ («tegnta)« («lognta)» 

1 *• 1.2 ■'"^•"i-XT" **''•*' 
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S- 118. 

z sio, cos x£x. 



/ 

z eine Functioa von x. 
I^sin «PxJx = Qo. 

/An xSx = 1, 
^ i 

/"" . ««^, * 2.4.6.8etc.(2p) 1 

^"^^"^^'^^=- 1.3.5.7etc.(2p-l) '2Frr 

r* sin «P+ix- = J /^'^ sin 2P+ix cotg | & 
sin «Pxäx = I sin «PxJx 

0*' 

_ 1.3.5.7etc.(2p — 1) 7t 
~2.4.6.8etc.2p 'S* 

I cos «PxJx = OD. 

/? ^, l.S.Setc (2p — 1) TT 
^^^'^'^ = i^.4,6etc.2p '2- 

/» • «»«^ 1.3.5'etc.(2p— 1) jr 
"""^^^= 2:4.6etc2p •2- 

/ä «„., , 2. 4. 6 etc. (2p) 1 

cos^M-XxJx^ ^ a,5etc,(2p^l) '2FPI' 

1 cos mx sin ^fxSx = 0. 



18* 
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/* COS mx cos «Pxdx = i sin — 1 > 2 . 3 . 4 etc, . 
m 2 *(2«— m2)(4a m*) • 

, (2p— l)2p 
••etc.{(2p)2_in2}- 

/*sin mx cos «Pxfe = i/^N — cos ^^ / 1.2.3.4 . 
mV 2y'(22_m«)- 

. etc. (2p— .l)2p 

„ •(*•-* — m2) etc. {(2p)2_ina| • 

/cos mx cos ap+ixdx = cos — 1-2.3.4 etc . 

2 •(la_m2)(32_: 
.2pr2p + l) 
„ •ma)etc.{(2p + l)2_inaj- 

/sinmx cos 2P+ixdx = f-^W 4- sin??^^ 1-2 . 
Vm ^ 2j' (12 _ : 

. *3.4etc. 2p(2p + l) 

^ ' m^)(p^ — m2) etc { (2p + 1)« ^ m« } * 

cos mx sin apxdx = - sin — 1 . 2 . 3 . 4 etc . 

m 2 '(22— m2)(4a — m«) • 
. (2p-l)2p 
•etc. {(2p)2_ni2}* 



/ 



/'«iniMsinaPxJx==i{l_Nco8— I ^•^•^•^ . 
mj 2j(2a_nia): 

. etc. (2p — 1) 2p 

^ =(42 —mS) etc. {(2p)S — m»} * 

/''co8iiix8maH-ixjx__|j , N; mj»! 1.2.3.4 . 
j ^ m*™ 2((la_nia): 

. etc2p(2p + l) 

^ '(öa— ina)ctc {(2p+l)a_n,^} • 

/*8ininx8inap+ixJx = — — cos— ^•23.4etc. . 
m 2 '(la— ma)(8a : 

. 2p(2p + l) 

• — iii»)etc. |(2p+l)2_n,a} • 
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Für die letztem CUddrangen ist 
^_. m* m»(2a— m«) m»(2a— m')(4«— m«) 

TTä 1.2.3.4 1.2.3.4.5.6 ^ 

ing(2g — m«) etc. { (2p — 2)» — m' } 
L.2.3.4etc.(2p— l)2p - 

i 17273 1.2.3.4.5ctc' 

.{(2 p-l)»-in») 
•"2p(2p + l) 
r* * • 2» , 1 1.2. 8 etc. (2p) 

J ^ «» -x«x= p^ . (,+2»Xa+4«) etc. {a+(2p)» } * . 

• * 1 

e-^ sin xäx = — r-rs » 
a + 1* 

* . ,^, , 1.2.3etc.(2p + l) 

e-^ - «•^^xJx = (,^p)(,^3»)etc.{a.K2p+l)^r 

> -j , M 1.2.3.4e tc.(2p+l)2p 

"^ «>» "x3x = jTJ^- (a+2«)(a+4«)etc. {a+(2p)«} ' 
_« j. , M» 1.2.3.4etc2p(2p+l) 
e Vcos»P+ixtfx=|7^.^^^j,^^^^3,j^j^j^^^2p+l)»)* 

e-* cos xdx = ; ^- ' . 
a+ 1" 

Für die vorstehenden Gldchongen ist 

l~\l « r ÜjHj«) ^^ a(a+2»)(a+4»)(a+ . 
'*' = ^ + r:2 + 1.2.3.4''*"'- 1.2.3.4etc- 

. 6a)etc.{a + (2p+2)'} 
:(2p-l)2p 
„, a ^ aCa-Fl") , . a(a+l')(a+8a)(a+5')etc 

''=1+ 1.2.3 '^'^'^ 172.3.4 etc.- 

. {a + (2p-l)'} 
:2p(2p + l) 
r* . ... 1.2.3etc(n— IX/'n^ ,. 

f x-'e-«smbx3x = _^;j:p^^yr— jVlJ*'^*'' 



/ 
/ 
/ 
/ 
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r° —1 — « k * 1 . 2 . 3 ete. (n — 1) 

y*e-"C08bxdx=;j5^^. 

J — i — -^^*^=-0^=b^> 

i 5^ rfa = loeiit-5. 

§.119. 

PxhgzSx. 

/*lognt(l + a« + 2acosx)äx = fiira<±I. 

/log&t (1 + a» + 2a cosi)dx = ;i; lognt a« für a>+ 1. 
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bgnt (1 -f-€ds x) jx = — ^ lognt 2. 

/«■•■■ 
lögnt (1 — cos x)3x == — n lognt 2. 

lognt sin x8x = — n lognt 2. 

/« log nt si n X ^ n , ^^l — a^A 

für a<+l. 

/» lognt sin x ^^ jr , ^/'a« — 1\ 

l + a^ + 2acoirx*^ = i;nn^^S»*V-2-/ 

für a>+l* 

a bt positiv. 

l + 2acos«x + a* 

r* . ^ X . _5 1 + 2a cos X + a« ^ 
^2 "^ 1 H- 2a cos ax + a^ 

cos kx lognt (1 + 2ia cos «x +a2) dx =0. k ond a 

sind zwei beliebige 21abkn« 

cos ix lognt (1 + 2acosx + h^)d% = 2;r (— l)^i 

aX 
• ~füraa<K 

/*2« 

/ COS ix lognt (1 + 2a cos x + a^) Sx = Zn (— I)^» 
0*/ 

a-* 
. ^ für a2>l. 

7**^ u 1 ^l+2acosx + a«, « f, ,,^ , a*^ 
cos kx lognt 1^5 ^-- dx == in U— 1)^""* • t" 
l+2acosttxH-a* f ^ 



— (- l)'-i . -[ für a«<l. 
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/•* .1 ^ 1 + 2a C08X + a«, -. 'L -.fc_, 
cos kx lognt Y^ö ^-2 & «s 2« {(— 1)^7^ 
^ l + 2acos«x + a» |^ 

. ^ — <— 1)'-* . ^j für a«>l. 

Id den zwd letzten Integralen ist k s= ra. 



§. 120, 
^2* sin, cos mx 



f?2* sin mx 



/** sin, cos mx . 
1 — acosx 

/ smmx — jj^ _- für a>l ; m dne ganze und 

1 — a cos X 
positive Zahl. 

/«» cosmx . 2ig g — /(l— aa )m 

a^l; m eine ganze und positive Zahl. 
ra« cosmx , 2«« ( 1 — ^/(1 -aa )" 

J l-acosx -^^'-)/(l-a«) j a J' 

wenn m one ganze und pontive Zahl ist. 

/« sinmx , 2» ( » — ft , •»°— ft' 

I=i^^^«^-fä=riij (^[zri-f n.-2 

' . ^'->*' + ^*-f etc. ^'""^T'^'"^ 

T ni — 3 ^ m — 4 1 

2l/(l — a) ) 

+ (*■-«»■") »oß«* l/(l+a) + l/(l-a)j- 

In jdesem Integrale ist 

^_lJj/(l-0. ^^l-/a-a')^ m«„e ganze 

und positive Zahl/ und a numerisch kidner als 1. 
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N a c h t r a g. 

Zu §. 87. 
/dV(a+bx+cx») ^ (2cx+b)/^+bx+cx^) ^ ^ 

f «^ ' 

yV/(a+bx+cx2) . 

Zu §. 88. 
/*^l/(a+bx+cx=)=/(a+bx+cx>») + '^ f^y^,^,^^,^ 

2yj/(»+bx+cxa)- 
Zu §• 89. 

ytfxj/(bx + cx«) = (J + 1) >/(bx + cx«) - ^ 
. Zu §. 90. 

Zu §. 91. 

y^x|/(a+cx.) = J»/(a+cx.) + 1 /^7^. 

Zu §. 92. 

/^/(a + cx.) = |/(a+cx») + a/-jj^^. 
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Foimeln für Linien von einfacher 
Krümmung. 

Allgemeine Ausdrucke 

für die auf krumme Linien sich beziehenden Bögen^ 

Flachen 9 Körper, Winkel und Linien. 

§. 121. 

Far ein rechtwinkeliges Coordinatensystem sei dieAb^ 
scisse eines Punctes einer krummen Linie gleich x und die 
zngehörende Ordinate gleich y. Hiernach ergiebt sich: 

X) die zu den Coordinaten x und y gehörende Bogen- 
länge zu , ^ 

2} die von den Coordinaten x, y nnd von 6 ei^ge» 
scblossene Fläche za 



? = /y«x. 



3) die durch Drehung der krummen Linie von der 
Länge s um die Absdssenachse entstehende Mwtf^äche zu 



2» 



p/yds. 



4) die durch Drehung der krummen Linie von der 
Länge s um die Ordinatenachse entstehende Mantelfläche zu 



0' = 27tß 



xda, 



5) der Inhalt des durch Drehung der Fläche f um 
die Absdssenachse entstehenden Konoids zu 
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6) der Inhalt des durch Drehung der Fläche f um 
die Ordinatenachae entstdieDden Konoids zu 



K' == ntx^S^ 



§. 122. 

Es sei der Winkel = a, den die Tangente eines 
Punctes einer krummen Linie, für welchen die rechtwinkel- 
igen Coordinaten zu x und y gegeben sind, mit der Ab- 
sdssenachse einschliefst, dann ist 

(1) tg« = -; sec« = ^; cos« = -; sm« = -J. 

Der Winkel ßj den die Normale eines Panctes einer 
Corve mit der zugehörenden Abscissenacbse bildet, bt 

/3 = 90 — «^ 

und femer ist der Winkel ß ancb jenem gleich, den die 
Tangente mit der zugehorenden Ordinate einschliefst. 

Für irgend eine krumme, auf rechtwinkeh'ge Coordi- 
naten bezogene Linie ist femer 

(2) Sttbnormale =yjp, 

(3) Normale. taeyr-, 

(4) SubtaDgcnte= ^, 

(6) Tangente ==yT-- 

Es sei der Krümmungshalbmesser eines Punctes einer 
krammen Linie ^ für welchen die rechtwinkeligen Coordina- 
ten X und y gegeben sind, gleich q, dann wird 

19* 
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(6) 






? = 



«yd*» — ösday* 



Evolation. 
§. 123. 

Die Natur einer als Evolute augenommenen knunmen 
Dnie sei durch eine Gleichung zwischen den rechtwinkel- 
igen Coordinaten x und y gegeben, forner seien die mit x 
und y correspondirenden rechtwinkeligen Coordinaten der 
Evolvente x, und y, , der zu den letztern gehörende Kriimm- 
nngshalbmesser der Evolvente q, , und ferner mögen Evolute 
mid Evolvente dieselbe Abscissenachse haben, die zugleich 
mit der Tangente des Punctes der Evolute zusammenfällt^ 
für welchen x = ist 

Bei dieser Voraussetzung wird 

0;ÖX 

*•'-&, dy' 

Wird für x = auch 

^/ = 0, 
dann ist q, gleich der Länge des zu den Coordinaten x 
und y gehörenden Bogens s. Für diese Annahme ergiebt sich 

y + y. = -^, 

sjx 
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Gleichangen des Kreises. 
§. 124. 

Der Badios eines Kreises sei r. ZäbÜ man die recht- 
winkeligen Coordinaten yom Mittelpuncte desselben, dann 
ist dessen Gleichong 

(1) y = /(r«-x«). 

Werden die rechtwinkeligen Coordinaten vom End- 
puncte eines Durchmessers gezahlt, und dieser zugleich als 
Absdssenlinie genommen, dann ist die Kreisgleichung 

(2) y = V'(2rx-x«). 

Nimmt man ferner den Ursprung der Coordinaten so, 
dafs die Absdsse des Kreismittelpunctes a, dessen Ordinate 
aber b ist, daan erhält man die allgemeine Kreisgidchung 
fiir rechtwinkelige Coordinaten zu 

(3) y = b + /{(x-a)«— r»}. 

Der Radius «nes Kreispunctes^ dessen rechtwinkelige 
Coordinaten zu x und y gegeben sein mögen ^ bilde mit 
der Abscissenachse den Winkel er. Für die Abscisse a und 
für die Ordinate b des Kreismittelpunctes ergiebt sich nun 
Jx = a — r cos ff, 



^ ^ W = b + r sin a. 

(5) F&r die Gldchung des Kreises 

bt die zn den Coordinaten x und y gehörende Flache 

(6) Für die Gleichung des Krdses 

y = j/(ra-x«) 
ist die Lange des zu x gehörenden Kreisbogens 

's = r.arcfsin== -I. 



Digitized 



by Google 



ISO 



P ft r a b e 1. 

t 

§. 125, 

Fiir eine Paral>el sei die Eatfernwig des Bf^nspunctes 
vom Leitpuncte = 2e, folglich, weoQ der ganze Parameter 
mit p bezeichnet wird, 

(1) p = 4e. 
Fär recMwinkelige Coordinaten, deren Urt^nng im 
Scheitel der Parabd liegt, nnd wenn die Achse ak Ab- 
sdssenachse genommen wird^ ergiebt sich die Gleidung 
der Parabel zu 

(2) y = >/4ex = ^/px. 
Bieraiia leitet i^ femer ab: 

dGe Länge des Fahrstriches für den Puncto desseii 
Coordinaten x and )r sind, 

(3) T = X + ip, 

(4) tg«=:i^2(§.122No. 1), 

(5) Subnormale = ^ p, 

(6) Normale =l/(px + Jp«), 

(7) Subtangente = 2x, 

(8) Tangente —Vl^^+^Ti), 
der Krümmungshalbmesser 

(9) ^^y^i±Mi, 

der Krümmungshalbmesser für den Scheitel der Pa- 
rabel 

(10) 9 = 4P, 

die Lange des zu den Coordinaten x und y gehören- 
den Parabelbogens 



(11) 
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At von den Coordinaten x und y imd vom zpge- 
horenden Bogen s begrenzte Flädie 
(12) f=fxy, 

§. 126. 

Die Gleichung der Parabel für irgend cmen Diameter 
derselben ist, wenn nämltcb dieser als Absdssenacbse, sein 
Durchscbnittspunct mit der Parabel als Anfangspiunct der 
Abscissen, die Ordinatenachse aber mit da Tangente eben 
dieses Durchschnittspunctes znsammenf äüt, 

(1) y = |/px. 

Die vorstehende Gleichung der Parabel geht in die 
Nummer (2) §. 125 angegebene über, wenn der Diameter 
mit der Achse zusammenfällt. Mit Hmsicht auf die Gleich- 
ung (2) §. 125 erhalt man 

(2) P = p + 4x, 
wenn x die Abscisse.detDurci^i^nittspanctea des Diameters 
mit der Parabel bezeichnet. 

E 1 1 i p s e. 

§. 127, 

Für doe Ellipse sei 

die halbe grofse Achse = a, 

die halbe kleine Achse = b, 

die halbe Excentricitat =:e, nnd 

der Parameter ^p. 

Zufolge dieser Annahme ist nun 

(1) a«==:ba+€«, 

2b« 

(2) P = — ' 
2(a3— e«) 



(3) .. . . ■ 

2b* 

(4) P=j/(b2+e«)* 
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Nimmt man die grolse Achse einer Ellipse ak Ab- 
sdssenachse und den Ursprang der recht?nnkeligen Coordi- 
naten in dem dnen Endpnncte derselben an, dann ist die 
Gldchnng 

'=>/0-SXä«'— ''> 

etc. 



(5) { 



\ 

Zäblt man die Absdssen auf der grofsen Achse vom 
Dnrchschnittspuncte beider Achsen aus, und nimmt die Or- 
dinaten parallel der kleinen Achse der Ellipse, dann ist 

§.128. 

Die conjngirten Diameter einer Ellipse mögen 2A und 
2B und die Winkel, welche sie mit der gro&en Adise ein- 
BchliefseD) ^ und 9 sdn.' Hiemach ist 



(1) 
(2) 
(3) 



-a=tg^tg9». 

a» + b« = A« + B«. 



*g('«f + 9>) = 



a» + b» — (a« — b«) cos 2^ 
(a« — b«) sin 2^ ' 
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P^mmt man den Dnrchschnittspunct z^reier conjngirter 
Diameter als Anfangspunct der Abscissen, einen derselben, 
etwa 2A, als Abscissenacbse, den andern aber als Ordina- 
tenachse an, und bezeichnet die Abscisse eines Punctes 
der Ellipse auf 2A mit X, die Ordinate aber mit Y, 
dann ist 



(4) Y = |>/(A«-X*). 



§. 129. ' 

In den Formeln dieses §. sind die Abscissen vom 
Dnrchschnittspuncte der Achsen 2a und 2b gezählt, und 
2a als Abscissenachse genommen, oder es ist die Gleichung 

znm Grunde gelegt. 

Der Winkel, den die Tangente eines Punctes der 
Ellipse mit der Abscissenachse einschliefst, sei <x, dann ist 

Die Fahrstriche eines Punctes sind 

(2) I * 

^ j ex 

f a * 

Femer ist 

a* — x^ 

(3) Subtangente = , 

b^x 

(4) Sobnormale = — ^, 

(5) Normale = ^ /{a* — (a« — b«)»^} , 

(,) T«,».. -^/L'-C'-b')"!!.'-"!, 

&x 

der KrÜBuniingshalbmeMer ist 

20 
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n\ . {a*— (a»-b»)i»|^ 

der Krümmungshalbmesser für den Scheitel . der Ellipse auf 
der grofsen Achse ist: 

der Krümmungshalbmesser fÜF den Durchschnittspunct der 
kleinen Achse mit der Ellipse ist: 

Es sei der Winkel gleich &y den die Normale eines 
Punctes einer Ellipse mit der grossen Achse einschliefet^ 
dann hat man für den Krümnuiagshalbmesser diese» Poncte» 

^Q = 3, oder 

(a2 cos 20 + b« sin «0)^ 
(10) {_h^ 1 

a^ 



"'O-S--)*' 



Die von den Coordinaten x und y und vom zugeho- 
renden Bogen s eingeschlossene Fläche ist dargestellt durch 

(11) f=|^]/(a--x')+farc(dn=r). 

Pie Fläche eines EUipsenquadranlen ist 

(12) ^, 

und die Fläche einer ganzen Ellipse 
(18) abw. 

§. 130. 
In den Formeln dieses §. ist die Gleichung der Elbpse 
y = y(a«-X«> 
zum Grunde gelegt, oder die Abscinea md vo» Dardfa* 
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schmttspiiiicte der Achsen 2a und 2b auf 2a gezählt, die 
Ordinaten aber parallel zu 2b genommen. 

Die Länge eines elliptischen Qoadranten ist 
,,, »a (, l.l eS 1.1.3.1 e« 1.1.3.3.5.1 e« 



2 ( 2.2 'a» 2:2.4.4 a* 2.2.4.4.6.6 " a« 
1.1.3.3.5.5.7.1 e« 1 
2.2.4.4.6.6.8.8 " a« *^j' 
oder 



/ox « /ra«+ba\ (, 1.1 - 1.1 3.5 

(2) ? = 2>/ V-T-^^-O'-'-OO 



4 



1.1 3.5 7.9 , 1.1 3.5 7.9 



4. 4*8. 8' 12.12 4.4-8.812.12 

11 . 13 



16 . 16 



n' etcL 



a« — b« . 



Femer ist der elliptisdie Quadrant auch 

) 1«. 3». 58.7 ^, (lognt i^4\ 
5) "^2*. 4«. 68.8 i \bJ 



-^-371) 



"~®'~576~'r8j ^^"^ 

In dieser Formel, die namentlich zur Rectification ron 
Ellipsen mit grofser Excentridtät brauchbar ist, ist 

1 



A = _l 
B = A — 



3.4 
1 



3.4 5.6 



^ = ^-576-778 '*'• 
Der Eur Abscisse x gehörende Ellipsenbogen ist 

20* 
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(4) 1=9, ji__l 2_ i^ , _ 1-9.5 ■ 
* \ ^ J 4.16* - 47167^** 

1.9.25.7 1.9.25,49.9 ) 

4.16.36.64 ' ~ UßMMJÖÖ *" ^^H 

^."^18 ^ 8.12* + «.12.16-2* 
+ -1-9.25.7 1.1 1.9.25.49.9 

^8.12.16.20-2-:i* + 8.12.16.20.24 

• 270 *'** + ^"=j 

i4sm4g, ^-1^^ , . 1.9.5 



+ J^:25^ 1 1.9.25.49.9 

^ iO6.20.24 • 2 *" + 12.16.20.24.28 

11 ,„ ) 
• 273 *" «**=•{ 

+ f4^«n69,jllil^,, . J_^9^25J' , 
1-2.9 9'jl6.20.24* +I0008*' 
, 1.9.25.49.9 1 ) 

It>.2ü.24.28.32 ' 2 ** ° ^M" 
—- -ll'l l . „ ( 1 9 2»! 7 

i 3— ö TS Sin 8(B J .»••^. / 

1.-J.3.16 '^1 20. 24. 28. 32 * 

. 1.9.25.49.9 ) 

20724728732736 *" + ^'<='( 

Für die vorstehende Formel ist 

9' = arc rsin=-V £ = 1. 

Bogef ! !:rm,:: '"^ '- ^'-^ ^^^^^^^^ ^ ^^^^-^- 

-g~«illyco»y — |gin8ycosyi— l-l-^ j« 

I <i.4.6 
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(1.3,5 i:3.5 . 1.5 ., 

j27476 '' ~ a.4.6 '" 9» «0» 9> — 476^"* V ^°^ f 

1 . , ) 1.1.3.5 . (1.3. 5. 7' 

I (f cos tp etc.\ 



1.3.5.7 

2.4.6.6 '"" 
etc. 



In dieser Formel ist s = - ; 9 = arc I sin = — l, 

(6) Die Normale eines Ponctes einer Ellipse schliefse 
mit der grofsen Achse 2a den Winkel B ein, die Länge 
des Ellipsenbogens Ton diesem Puncte bis zur grofsen 
Achse sei s^, endlich sei der Krümmungshalbmesser für ei- 
nen Punct der Ellipse, dessen Normale mit der Achse den 
Wmkel von 45*^ bildet, gleich r. Hiernach ist 



d 


(, , 3.5 , , 3.5.7.9 ^ , 3.5.7.9.. 

f +4.4"' + 4.4.8.8'' +4.4.8.8.= 




42.12»* '=*^| 


— 


• oo(3 , 3.5.7 3 , , 3.5.7etcll 

'"'^®J4° + 4.8.12-i'' +4.6.iaetc2Ö 




.^ gn^etc, 


+ 


1 • A^ (3.5 , ^ 3.5.7.9 4 . 
5«n40j^ go« + 4,8.12.16- 1"*; 




, 3.5etc.l3 6.5 . , ) 
+ 4.8etc24-1.2"'^'} 


— 


1 • ^^ (3.5.7 , . 3.5etcll 5 , , 

3^"'^®i4.8.12"' + 4.8etc.20-l"*^*" 


+ 


1 . o„ 3.5.7.9 \ . 3.5 etc. 13 
4 "" ^® 4.6.12.16 "* + 4.8 etc. i4 




.^n«etc 
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1 . .... ( 3.5.7.9^11 > , 3.5 etc. 15 

1- ^ an 108 J 4S 12.16.20 " ■*" 4 . 8 etc. 24 



jn»«tc 



etc. 
In den vorstehenden Formeln ist 

"~a*+b«' 



(7) Statt der vorstAenden Formel findet sich auch 
fL__- = }1 + Aj« + Be* + Ct« 



* -sin 20 { A,e'» + B,£* + C,8« 

+ D,£« etc.} 







+ sin 40! 




B,,E* + C„s« 
+ D„t' etc.} 






— sin 80 { 


etc. 


+ D,„£<» etc.} 


und 


es ist 








A = 


1.3 

= 2.2 


1.32.5 

5 " — 2* . 4* ' 

D = 


1.32.52.7. 
22 . 42 , 6* ' 
1 . 32 . 52 . 72 . 9 




- 22.42.62.82 ' 


4, 


3 

= 8' 


3* . 5 
*' — 6 ". 12 
3«'. 5«. 72. 9 
8.12.16.20 ' 


1 

2.3 


32 . 52 . 7 1 
— 8.12.16 • 2' 

32.52.72.92.11 
' ^'— 8.12.16.20.24 

. — K — . etc. 



2T374 
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3«. 5 1 _ 3a.5a.7 1 „ _3a.5a.7«.9 
^"'^106*4' "™ 12.16.20 -i' "~~ 

11 3'.5a.7g.9a.ll 1 ^ 

•4'25 *^" -* 12. 16.20.24. 28'4-2. 3 '^ 



(8) Endlich bocU 

sin @ cos & 

etc. 
Für die yorstebende Formel ist 

3 ^ 3.5 5.7 , 7.9 , 

« = 22^ 1*= 42 ' y = -6^'' * = -8ä- ^^^• 

(9) Für eine Ellipse, deren Excentricität nicht sehr 
klein ist, läfst sich der der Abscbse x zugebörende Bogen 
ausdrücken durch 

. = ^ae . jl - A ■+ (5 + 30(1-0 ^ 

1 (9+3tXl-0V . 1.3 (13 + 30(1-^3) ^ 
l.a.5 (17 + 30(1—0* 



4.6.8 ~2Ö^ '^^ 



and es ist 

c 
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-2(l + e) 2(l + a)(l + 9 ^1 + *)' 
1 1.3 l + 3e A 



-4(H-.)-^.8-(l + 0» 4(i + e)(l+f> 

1 . 8 (1 + 30 A . ( 1.3(l + 3e )i 

2.8(1 + *)» •/'j_^x\ "^ J4.8(l + *)^ 



B, 



4(1 + 6) 

1 , 1 . 5 (1 + 36) 15 + 588 + 103ea 

^""6(1 + 4.12(1 + 0'« "•■ 2.8. 12(1 + £)» 
1 A 1 . 5(1 + 3i) A 

~6(l+0'i + » 4.12(1 +a)a-/'^_^xy 

15 + 58t + lOSf« A ( 1.3.5 (l + 3t)» 
— 2.8.12(1+0» *i_,_5"'' J4.8.12* (1 + 0» 

a 

1.9(1 + 3g> )^ 
4.12(1 + er] 
etc. 

Hyperbel. 
§. 131. 

Die grofse Achse einer Hyperbd sei 2a, die kleine 
Achse i2b, die Excenlridtat 2e und der Parameter p. 
Gemäfs dieser Bezeichnung ist 

(1) e« — aa = bS 



(2) ^ = P, 
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(3, ?Ölziü) = p. 

Für die gleichseitige Hyperbel ist 
a = b. 

(4) Zählt man die Abscissen vom Durchschnittspuncte 
der Achsen auf der grofsen Achse und nimmt die Ordina- 
ten parallel zur kleinen Achse, da&n ist die Gleichung der 
Hyperbel 

j=^-|/(x2 — a2), oder 

(ea — a2)(x2 _ a^) 

-^ ^5 oder 



hi/C^-?)- ■ 



(5) Die Fahrstriche eines Punctes der Hyperbel sind 



^V=— +a, 
a 

ex 

a 



(6) Werden die Abscissen nicht vom Durchschnitts- 
puncte der Achsen, sondern vom Scheitel aus auf der ver- 
längerten grofsen Achse gezählt, dann ist fiir rechtwinkel- 
ige Coordinaten die Gleichung der Hyperbel 

!y = -|/(2ax, + x,2), oder 
a 

{7) Es sei der Diameter eines Punctes einer Hyperbel 
2A, der zugehörende conjugirte Diameter 2B, der erste 
schliefse mit der grofsen Achse den Winkel tf;, der zweite 
aber den Winkel (p ein. Hiemach ist 



b^ 

-j = tg 9 tg tj;, 



a-« 

AB sin ((p — '«t^) = ^^9 

21 
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cos 1/; sin (9 — 1/^) sin 1/; sin ((p — tf;) ' 

<r%« sin 1!; - cos tl; * , „ 

cos (p sin ((p — 1/;) sin q> sm {(p — tf;) 

A« — B« = a2 — b«. 

(8) Es sei der Ursprang der Coordinaten im Durch- 
scbnittspuncte zweier conjugirter Diameter gelegen, diesel- 
ben mögen ferner die Coordinatenachsen und 2A die Ab- 
scissenachse sein. Bei dieser Voraussetzung ist die Gleichung 
der Hyperbel 

(9) Wenn der Winkd, unter welchem die Asymptoten 
einer Hyperbel die grofse Achse durchschneiden, gleich j5, 
folglich der Winkel, den die Asymptoten einschliefsen, gleich 
2ß gesetzt wird, dann ist 

(10) Die Gleichung der Hyperbel^ bezogen auf die 
Asymptoten, ist 

a« + b« 

fiir welche Gleichung die Abscissen vom Durchscbnittspuncte 
der Asymptoten auf einer derselben, die Ordinaten aber 
zur andern parallel zu nehmen sind. 

a^O-b^ 

Der Ausdruck ; heifst bekanntlich die Potenz 

4 

der Hyperbel. 

S- 132. 

Für die Gleichung der Hyperbel 

ist 

x^ — a^ 
(1) Subtaogente = y 
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(2) Subnormale = — ^ , 

(3) Nonnale =\)/l(»^+h^)x*~A*\, 

(4) Tangente ^^l(a'+b'')x»-a4iix.-a«} ^ 

(5) der Krümmungshalbmesser 

|/{(x^ — ag)ag + b^x2i3 
^ ~ a^bx» ' 

(6) der KrummuDgshalbmesser für den Scheitel 

(7) die Fläche der Hyperbel zwischen den Coordina- 
ten X und y und dem hierzu gehörenden Bogen s 

,= ^j3^(^^)-yi,^.j ' + »^(f-") |j. 

(8) Die Lange des Hyperbelbogens, der zu den Coor- 
dinaten x und y gehört, ist 

- k »»• (S +l'i* 'd S) H 

a . arc I sec = - !• 

In dieser Formel ist 

. 1 „ 1.1 „ 1.1.3 ^ 1.1.3.5 
A = g; B— 27i' *^ = 27476' " = 2.4.6.8 '''*'• 

a« + b« • 

21* 
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C y c 1 i d e. 

§. 133. 

Der Radios des Wälzungskreises sei r, die Wälzungs- 
linie, insoweit sie von der Cycloide überspannt wird und 
deren Länge 2r7r ist, heifse die Chorde, und die sie winkel- 
recht in zwei gleiche Theile theilende Linie, die zugleich 
durch den Scheitel der Cycloide geht, die Achse der letztem. 

(1) Zählt man die Abscissen vom Anfangspuncte der 
Cycloide auf der Chorde in paralleler Bichtung zur Achse, 
nimmt die Chorde als Ordinatenachse an und ^ setzt den 
Bogen für den Badius 1 , um welchen sich der Erzeug- 
ungskreis fortgewälzt hat, damit dem beschreibenden Pimcte 
desselben die Coordiuaten x und y entsprechen, gleich 97, 
dann bt die Gleichung der Cycloide 

X .= r(l — cos 9), 
y = r (9 — sin 9) 
oder 

y = r . arc I sinver - l — )/(2rx — x^). 

(2) Es mögen die Abscissen vom Scheitel der Cy- 
cloide aus auf der Achse gezählt, die Ordinaten parallel 
zur Chorde und der Wälzungsbogen vom Scheitel aus zu 
ijß genommen werden. Bei diesen Annahmen erhält man 
für die Cycloide 

X, = r(l — cosif;), 

y, = r(i/; + sini/;) 



oder 

und es ist 



y, = r . arc 1^ sinver == — I + |/(2rx, — x,*), 

t/; + 9) = TT. 

§. 134. 

Für die unter Nummer 1, §. 133 angegebenen Gleich- 
ungen der Cycloide erhält man 
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^»N 1 — cosm , , 

folglich 

a=ig> (Nummer 1, §. 122). 

(2) Subnormale = r(9 — sin 9) tg ^ gj. 

(3) Subtangente = r (9 — sin cp) cotg ^ 9. 
r((p — sin g?) 



(4) Normale ~ 

(5) Tangente = 



cos ^ cp 
r(<3p — sin 9) 



sin ^ 9 

(6) Die Länge des zu den Coordinaten x und y 
, gehörenden Cycloidenbogens bt • 

s = 4r(l — cos ^ 9), 
hieraus folgt die Länge der ganzen Cycloide zu 
S = 8r. 

(7) Der Krümmungshalbmesser ist 

^ = 4r sin ^ cpy 
mithin der Krümmungshalbmesser für den Scheitel 

(8) Die zu den Coordinaten x und y gehörende 
Fläche ist 

f = Jr2{6q() — Ssin g) + sin2gp}, 
also die ganze Cycloidenfläche 

f=3r^;r. 

(9) Die zu den Coordinaten x, und y^ (Nummer 2, 
§. 133) gehörende Fläche ist 

f, = (r- 4 xy(2rx, - x,«) + (x, - i r)y,. 

Epicycloide. 

§. 135. 

Der Radius des Grundkreises einer Epicycloide sei R, 
der des Erzeugungskreises r, der Bogen für den Radius 1, 
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um welchen der Erzeugungskreis für irgend einen Punct 
der Epicycloide fortgerollt wird, y, und der correspondirende 
Bogen am Grnndkreise g)*. Hiernach ist 

(1) R9,' = rg,. 

(2) Die Abscissen fiir die Epicycloide mögen vom 
Mittelpuncte aus auf dem durch den Anfangspunct der er- 
stem gehenden Radius gezählt und die Ordinaten recht- 
winkelig darauf genommen werden; ferner sei die Entfern- 
ung des zu den Coordinaten x und y gehörenden Punctes 
der Epicycloide vom Mittelpuncte des Grundkreises = z. 
Hiemach ist 

X = (R -fr) cos g)' — Tcos(g> + 9'), 

y = (R + r) sin g>' — r sin (<p + 9?'), 

. z« = r« + (R + p)* — 2r(R+r) cos ip. 

(3) Der Winkel a, den die Tangente mit der Ab- 
sdssenachse einschliefst, ist 

«=9>' + |=(i+D''=0+l)s:- 

(4) Der Krümmungshalbmesser ist 

4r(R + r) . , 

folglich der Krümmungshalbmesser im Scheitel 

4r(R + r) 
^'= 2r + R • 

(5) Für die Lange des Epicycloidenbogens ergtebt sich 

4r(R + r)., ^ . 

s = —^ — ^ (l — cos i (p\ 

folglich für die Länge der ganzen Epicycloide 

8r(R + r) 
S g . 

(6) Die von z (Nummer 2 d. §.), dem Epicycloiden- 
bogen und vom Radius des Grondkreises begrenzte Fläche 
<Ier Bpicydoide ist 
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f='-a±f^±S(,-^.)-. 



ferner die von der ganzen Epicydoide und den durch ihre^ 
Endpuncte nach dem Mittelpuncte des Grundkreises hin ge- 
zogenen Radien eingeschlossene Fläche ist 

r(R + r)(R + 2r).7g 
F= ^ . 



Hypocycloide. 

§. 136. 

Für eine Hypocycloide sei der Radius des Grundkreises 
R, der des Erzeugungskreises r, ferner, wenn der Erzeug- 
ungskreis um den Bogen cp für den Radius 1 fortgewälzt 
ist, der correspondirende Bogen des Grundkreises 9'. Hier- 
nach ist 

(1) R9)'=r9. 

(2) Der Mittelpunct des Grundkreises sei der An- 
fangspunkt der Abscissen, der nach dem Anfangspuncte der 
Hypocycloide gezogene Radius die Abscbsenachse, die Ent- 
fernung eines Punctes der Hypocycloide vom Mittelpuncte 
des Grundkreises z, dann sind die rechtwinkeligen Coordi- 
naten des durch Drehung des Erzeugungskreises um den 
Bogen q) entstehenden Punctes der Hypocycloide 
X = (R — r) cos 9' + r cos (9 — g>'), 
y = (R — r) sin 9' — r sin (9 — g>') ; 
ferner ist 

z» = (R — r)2 + T^ + 2r(R — r) cos<p. 

Kettenlinie. 

§. 137. 

Für die durch Aufhängung einer Kette mit ihren 
Enden entstehende sogenannte Kettenlmie sei die durch den 
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Scheitel derselben gehende verticale Linie die Abscissen- 
achse, der Scheitel der Anfangspunct der Absdssen, die 
Richtung der 'Ordinalen horizontal, die Spannung im Schei- 
tel C, das Gewicht des zur Abscisse x und Ordinate y 
gehörenden Kettenbogens von der Länge s gleich Q^ der 
Winkel, den die Tangente des durch x und y bestimmten 
Punctes mit der Abscissenachse einschliefst, gleich ijß^ und 
und endlich die Spannung der Kette in dem durch die 
Coordinaten x und y bestimmten Punctes gleich T. Hier- 
nach ist 

(1) T sin 1/; = C, 

(2) Tcosi/; = Q, 

(3) tgf = ^, 

. _ r Qds 



(5) ,=/; 



CSs 



§. 138. 

für die gemeine Kettenlinie, oder für den Fall, dafs 
gleidie Kettenlängen gleiches Gewicht haben, ferner unter 
der Voraussetzung, dafs die Längeneinheit der Kette das 
Gewicht q hat und die Spannung im Scheitel durch das 
Gewicht einer Kette von der Länge c vertreten werde, 
ergiebt sich 

(l)x = |/(e* + «*)-«. 
(2) e=|/|x»+2ci}, 

s« — x« 
(8) c = -^^, 

(5) ,=a.«„j«-±£±i^ji±i2)j, 
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(7) ^^^)^^1+M, 

j/(xa + 2cx)' 

(9) d«r Krümmangshalbmesser 

c^ + s« 
^=_— -, 

oder 

«-— T-' 

folglich der Krümmongshalbmetser im Sch«tel 
^ = c. 



Formeln 
aus der geradlinigen Trigonometrie. 

§. 139. 

Die Seiten eines Dreieckes mögen a, b, c, die den- 
selben gegenüberliegenden Winkel a, ß^ y sein. 

_ sin « sin|3 sin y 

a b c * 

i_ a — b 
cos« ' 
t^^ = ^V^ab. 

22 
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cos 



IV. 






sm 

a + b + c 



s 



Formeln 
aus der sphäriselieD Trigonometrie. 

§. ' 140. 

Für ein rechtwinkeliges sphärisches Dreieck sd die 
Hypothennse h, die zwei andeÄi Säten seien a nnd b, 
und die den letztem gegenüberliegenden Winkel a und ß. 



IL 



sin a 


= sin h sin a. 


tgb 


= tghcos«, 


cotgb 


= cos h tg ä. 


cos b 


cosh 
cosa' 


cos b 


= tg.acotgh, 


sina 


sma 
~sinh- 


r 

sinh 


sina 
sina' 


sinb 


= tg a cotg cf. 


sin/S 


coso 
cos a 



III. 



icotg h = cotg a cos ß^ 
tg b = tg /5 sin a, 
cos a =:mß cos a. 
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cos h = cos a cos b^ 

cotg « = sin b cotg a, 

f cos h = cotg a cotg ß. 



VI. cos a = -: — - . 
sm p 

§. 141. 

Die Seiten der schiefwinkeligen sphärischen Dreiecke 
sind mit a, b, c, die denselben gegenüiberliegenden Winkel 
mit Ox ß und y bezeichnet. 

Die vier Grnndformeln der sphärischen Trigonometrie 
sind: 

1. cos a = cos a sin b sin p + cos b cos c 
IL cos o = cos a sin |3 sin y — cos ß cos y. 
in. cotg a sin c = cotg a sin |3 + cos c cos ß, 

y sin a sin b 

sin a sin j3 * 

§. 142. 

Die Seiten schiefwinkeliger sphärischer Dreiecke und 
die denselben gegenüberliegenden Winkel wie im vorgehen- 
den §. bezeichnet, dann bestehen für schiefwinkelige sphä- 
rische Dreiecke, mit Einführung von Hilfsgleichungen, fol- 
gende Formeln: 

^y = m + n, 
jcotg m = tg a cos b, 
cos ra tg b 



I. 



U. 



rcosn 

tga 

c = M + N, 

tg M = cos a tg b, 

- _ , cos M cos a 

f cos N = r — . 

cosb 



23 
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in. 



IV. 



V. 



VI. 



VII. 



VIII. 



( e tg c sin M 
pP= siaN \ 
JN = a — M, 
[tg M = cos y tg b. ^ 

cos b cos N 

|COS C = rr , 

cos m 
tg M = cos y tg b, 
N = Differenz zwitchen a und M. 



c = 


M + N, 


tgM 


= tg a cos jS, 


sinN 


sin Mtgß 
tga 


[y = 


m±n, 


cotg 1 


n = cos a'tg ßy 


j . 


sin n^ cos a 


Fsinn 


cos j3 * 


[f#V /•- 


tg b cos m 



cosn 

] cotg m = tg y cos b, 
[n 3= Differenz zwischen er und m. 

[ COS y sin n 

i cos ß = : — 5 

1 '^ sm m 

icotg m = tg y cos b, 

I n = Ä — m. 



sin*«-..x - sinbsinc 



/sin (s — b) sin (s — c) 

,v J — y/sin s sin (s — a) 

"A» \ cos k et = ■ / ; — ; — = > 

J ^« y sinbsinc 

a + b + c 

: g . 
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,ia 



Icos^a 



X. 






cos <y cos (<j — «) 
sin j3 sin y 



cos t; cos ij 



sin |j sin y ' 



«-fP + y 

^ 2 ' 



1} == Differenz zwischen tf und /?, 
^1^*= Differenz zwischen cj und y. 

§. 143. 

Mit Beibehaltung der §. 141 gewählten Bezeichnung 
der Elemente sphärischer Dreiecke sind_ die Neper'schen 
Formeln : 



tg4(a + b): 



cos 4 (a <^ jS) 
' cos I (a + j3) 



^Z\^y 



I Die Gaufs'schen Formeln sind: 

cos ^ (of + i^) cos ^ c = cos ^ (a + b) sin \ y, 
cos ^ J^a ^^ |3) sin ^ c = sin i (a + b) sin ^ y, 
sin -^ (a + /3) cos ^ c = cos ^ (a cxj b) cos \ y, 
sin ^ (a <^ /3) sin ^ c = sin -J (a c>j b) cos \ y. 

In den Neper'schen und Gaufs'schen Formeln soll 
a cxj b, a c^ ß etc. die Differenz zwischen den Grofsen 
a und b, a und /3 'etc. bedeuten. 
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Drock von B. 6. Teubner ia Dmden. 
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